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PRÉFACE. 



C'est à la suite de recherches sur les surfaces du 
second degré que nous avons commencé le travail 
que nous publions aujourd'hui. La théorie géomé- 
trique de ces surfaces, que nous élaborons depuis 
six ans, et que nous espérons produire un jour, non- 
seulement trouve son point de départ dans celle des 
sections coniques, mais encore l'invoque à chaque 
pas ; cependant, celle-ci nous ayant manqué une fois 
contre notre attente, nous avons été conduit, pour 
essayer de remédier à ce défaut, à aborder le sujet 
traité dans cet Ouvrage. 

Malheureusement les auteurs étrangers sont trop 
négligés en France, et Ton s'attache peu à y répandre 
leurs travaux à l'égal des nôtres. Que ce soit là notre 
excuse, si nous nous sommes aperçu seulement quand 
nous étions au bout de notre tâche que quelques-uns 
de nos résultats, absolument inconnus en France, 
étaient depuis longtemps connus à l'étranger : nous 
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avons cité les auteurs. C'est grâce aux communica- 
tions obligeantes de M. Cremona, professeur si appré- 
cié du public savant , que nous en avons eu connais- 
sance : c'est lui qui nous a mis en relation avec 
M *Smith, professeur de Géométrie à TUniversité d'Ox- 
ford, et nous nous plaisons ici à les remercier tous 
les deux du bienveillant intérêt dont nous avons été 
l'objet de leur part. 
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THÉORIE DE L'INVOLUTION PLANE. 



1. Nous dirons que des points conjugués trois à trois 
sont en involution plane lorsqu'ils sont les sommets de 
triangles conjugués à une même conique. Si, au lieu de 
considérer les sommets de ces triangles, nous en considé- 
rons les côtés, également conjugués trois à trois, nous di- 
rons encore que ces droites sont en immolation plane. Sui- 
vant que la conique qui détermine ainsi Tinvolution sera 
un cercle, une ellipse,... nous dirons que Finvolution est 
circulaire, elliptique 

Ces définitions admises, nous alloxis étudier les proprié- 
tés de l'involution plane et ses analogies avec Tinvolution 
linéaire. Nous étudierons plus spécialement le cas où Tin- 
volution est circulaire, qui est celui où ces analogies sont 
le plus remarquables. 

2. Nous ne discuterons pas les diiSerents cas particuliers 
qui peuvent se présenter dans la position du triangle^ 



2 CHAPITRE I. 

ils résultent de la théorie des sections coniques 5 nous les 
énoncerons seulement : 

I** Un sommet peut être à Tinfini ; alors les deux autres 
sont sur un diamètre, et le divisent harmoniquement ] 

2° Un côté peut être à l'infini 5 alors le sommet opposé 
est le centre de la courbe et les deux autres côtés en sont 
deux diamètres conjugués 5 

3** Un sommet peut être sur la courbe ^ alors un second 
sommet se confond avec lui sur la tangente en ce point, et 
le troisième est un point quelconque de cette droite, par 
exemple le point de contact ; de sorte que la conique peut 
être considérée comme le lieu des points doubles ou des 
points triples de l'involution. Nous l'appellerons, pour cette 
raison, la conique triple dé V insolation. 

Lorsque deux sommets du triangle sont confondus sur 
la conique, deux côtés sont aussi confondus et sont la tan- 
gente en ce point, le troisième est la polaire du troisième 
sommet qui est sur la tangente. Si ce point est aussi le point 
de contact, on voit que la tangente forme à elle seule les 
trois côtés. De sorte que, lorsque des droites sont en invo- 
lution plane, la conique triple est également l'enveloppe 
des droites doubles ou des droites triples de l'involution. 

Deux coniques ayant généralement un triangle conjugué 
commun et un seul, il en résulte que deux involutions 
planes ont généralement un triangle commun. Les cas 
d'exceptions sont celui où les deux coniques triples ont un 
point de contact, alors deux côtés du triangle conjugué 
commun se confondent avec la tangente en ce point ^ et 
celui où elles sont doublement tangentes, alors il y a une 
infinité de triangles conjugués communs, constitués par 
la corde de contact et par deux droites conjuguées passant 
par le pôle de cette droite : comme cas particulier de ce 
dernier, les coniques peuvent être concentriques et avoir 
les mêmes directions asymptotiques. 

Enfin une involution plane est évidemment projective ; 
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car une conique et un triangle conjugué ont pour perspec- 
tive une conique et un triangle conjugué. 

3. Nous avons ainsi retrouvé les propriétés analogues 
à toutes les propriétés descriptives de Tinvolution linéaire, 
centre, points doubles, segment commun à deux involu- 
tions, projectivité •, il ne manque que celle qui est relative 
au sommet de Tinvolution, d'où Ton voit tous les segments 
sous un angle droit. Nous allons rencontrer la propriété 
analogue dans Tinvolution plane circulaire -, mais, de même 
que dans Tinvolution linéaire les points doubles doivent 
être imaginaires pour que le sommet soit réel, il faudra ici 
que le cercle triple soit imaginaire. 

On sait en effet que, si du point de rencontre des hau- 
teurs d'un triangle comme centre, on décrit un cercle dont 
le carré du rayon soit égal au produit des deux segments 
de chaque hauteur comptés à partir de ce point, produit 
constant pour chaque hauteur et positif ou négatif suivant 
que le point de rencontre des hauteurs est extérieur ou in- 
térieur au triangle, on sait que le triangle est conjugué par 
rapport à ce cercle. 

Nous donnerons à la racine carrée de ce produit le nom 
de puissance du triangle; suivant Fun ou l'autre cas, al- 
gébriquement parlant, elle sera réelle ou imaginaire \ mais 
il nous arrivera souvent, dans le second cas, de lui restituer 
son caractère de longueur géométrique, et de ne pas tenir 
compte des signes des segments. Quoi qu'il en soit, on peut 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Tous les triangles qui ont même point 
de rencontre des hauteurs et même puissance algébriquti 
forment une involution plane dont la conique triple est 
un cercle réel ou imaginaire, suivant que le point de 
rencontre des hauteurs est extérieur ou intérieur à ces 
triangles. Il a ce point pour centre et la puissance algé- 
brique pour rayon. 

D'ailleurs il est facile de faire voir que, lorsqu'un 

I . 
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trièdre trirectangle est coupé par un plan suivant un trian- 
gle, le sommet se projette à Tintérieur du triangle suivant 
le point de rencontre des hauteurs, et la longueur de la pro- 
jetante est égale à la puissance géométrique du triangle. 
Il en résulte que, si Ton considère une involution plane 
circulaire imaginaire, et qu'au centre de l'involution on 
élève à son plan une perpendicidaire égale à la puissance 
géométrique de tous les triangles de Tinvolution, de l'ex- 
trémité de cette perpendiculaire on verra tous ces triangles 
sous un angle trièdre trirectangle. 

4. C'est ce système de triangles, conjugués à un même 
cercle, que M. Poudra a considéré le premier sous le nom 
à'irn^olution plane ( * ) , et il a dit que sa perpective était 
aussi une involution plane, dans le sens qu'il attachait à ce 
mot, ce qui parait faux, puisque le cercle imaginaire par 
rapport auquel ils sont tous conjugués a pour perspective 
une ellipse imaginaire, et que tous ces triangles ne peuvent 
être à la fois conjugués par rapport à un cercle et par rap- 
port à une ellipse. Voici probablement la cause de son er- 
reur : si l'on prend le sommet de l'involution pour point de 
vue, tous les trièdres, étant tri rectangles, se projetteront sur 
un plan quelconque suivant des triangles ayant même 
point de rencontre des hauteurs et même puissance, par 
conséquent suivant une involution plane circulaire imagi- 
naire^ c'est qu'alors le cône qui projette le cercle imagi- 
naire, étant coupé par un plan quelconque suivant un cercle, 
sera une sphère réduite à son centre, ce qu'on vérifie d'ail- 
leurs en voyant que le centre du cercle d'intersection de ce 
cône avec un plan quelconque est le pied de la perpendi- 
culaire p abaissée du point fixe sur ce plan, et que son rayon, 

qui est égal, pour une sphère de rayon R, à y^R* — p*^ est 

ici égal à yj — p*. 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, t. ïll, p. ^98. — 
Ghâsles, Rapport sur les progrès de la Géométrie^ p. 3o8; 1870. 
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5. Il est encore une propriété de Tinvolution linéaire, 
relative au sommet de l'involution, qui trouve son analogue 
dans Tinvolution plane. Dans la première, en efFet, tous 
les cercles décrits sur les segments comme diamètres ont 
même axe radical. Dans la seconde, si Ton circonscrit un 
cercle à un triangle quelconque de Tinvolution, les sphères 
ayant ces cercles pour grands cercles ont même axe radi- 
cal, et cela quelle que soit la conique triple. 

C'est ce qui résulte en effet d'un théorème connu, savoir : 
La puissance du centre d'une conique par rapport à un 
cercle circonscrit à un triangle conjugué est égale à la 
somme des carrés des demi-axes ( * ) . 

Si la conique est réelle, son centre est toujours extérieur 
à un triangle conjugué, et les sphères ne se couperont pas, 
de même que, dans Tinvolution linéaire à points doubles 
réels, les cercles correspondants ne se coupent pas. Mais, si 
la conique est une ellipse imaginaire, les sphères se coupe- 
ront en deux points symétriques par rapport au plan de 
rînvolution, se projetant suivant son centre réel, et la lon- 
gueur de la projetante sera y/^'H- è*, a \j — i et b yj — i 
étant les demi-axes de Tellipse. Néanmoins, dans le cas où 
« = i = R, ces points ainsi déterminés diffèrent complè- 
tement du sonunet précédemment déterminé (3), puisque 
leur projetante est R y/2 et que celle du sommet est égale 
àR. 

6. Nous allons traiter maintenant les différents pro- 
blèmes que Ton peut se proposer sur Tinvolution plane. 

Si la conique triple est donnée, Tinvolution sera déter- 
minée et Ton pourra construire un triangle quelconque de 
Tinvolution facilement. Sinon, Tinvolution sera déterminée 
toutes les fois que Ton connaîtï*a cinq éléments de la conique 



(') Favre, Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIX, p. a34. — 
M. P. Serret donne également une démonstration géométrique de ce théo- 
rème {^Géométrie de direction ^ p. Si 7). 
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triple, par exemple, si rînvolution doit être circulaire et 
qu'on en connaisse un triangle. Si Tinvolution doit être 
quelconque, deux triangles la détermineront, mais leurs 
six sommets devront être sur une même conique, comme 
on le sait ( * ) . 

Problème. — Construire la conique triple d'une im^o- 
lution déterminée par deux triangles. 

On peut dans ce cas-là se proposer de construire la co- 
nique triple. Soient ABC, A'B'C (^fig' i), les deux trian- 

Fig. I. 







gles donnés. Le point a est évidemment le pôle de la droite 
AA'^ donc les points « et j5 sont conjugués par rapport à la 
conique cherchée ; elle passe donc par les points doubles de 
Tinvolution linéaire, déterminée sur la droite BC par les 
deux segmems BC, aj3. Le problème est donc ramené au 
problème analogue de Tinvolution linéaire, et Ton pourrait 
d'ailleurs facilement en construire le centre, car le triangle 
Aaj3 étant conjugué par rapport à la conique, le centre 
radical des cercles circonscrits aux triangles ABC, A'B'C, 
Aa|3 est précisément le centre de la conique, d'après le 
théorème énoncé plus haut, et la longueur de la tan- 
gente menée de ce point à ces cercles est égale à y a* -f- i*. 
Ou bien encore d'après cette propriété : Etant donnés 
deux points et leurs polaires, si par chacun de ces points on 
mène une parallèle à la polaire de l'autre, la droite qui 

(*) Chaslbs, Traité det Sections coniques f p. i4o. 
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passe par leur point de rencontre et celui des droites don- 
nées passe aussi par le centre de la courbe (*). 

Si plusieurs triangles conjugués ont un côté commun, 
leurs sommets forment sur ce côté une involution linéaire 
dont les points doubles sont ceux où il rencontre la conique j 
d'ailleurs, dans ce cas, les cercles circonscrits ont même 
axe radical. Il en résulte ce théorème : 

Théorème. — Si Von construit une servie de cercles 
ayant même axe radical, lequel passe par le centre 
d'une conique, et tels que la puissance algébrique de ce 
centre par rapport à Vun quelconque d'entre eux soit 

égale à yjà^ -h b^, la polaire d'un de leurs points com- 
muns par rapport à la conique déterminera sur ces cer- 
cles une ini^olution linéaire dont les points doubles sont 
les points d'intersection de cette droite as^ec la conique. 

7. Problème. — Construire un triangle d'une im^olu- 
tion plane déterminée par deux triangles. 

On peut y arriver sans construire la conique triple : car, 
soient aie, a^b^cf (Jig* 2) les deux triangles donnés^ il est 

Fig. 2. 




facile, au moyen de ces deux triangles, d'en déterminer 
deux autres réciproquement conjugués par rapport à la co- 
nique cherchée, c'est-à-dire tels que la polaire d'un sommet 

(') P. $ERR£T, Géométrie de direction, p. i85. 
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de l'un d'eux soit le côté homologue de l'autre; par exem- 
ple, les triangles a j3y, a'j3'y', comme il est aisé de le vérifier 
dans la figure-, et, d'après un théorème connu, ces triangles 
sont homologiques. Soient donc «i un sommet du triangle 
cherché, jS'^ et y', les points d'intersection du côté opposé 
avec «'y' et a' (3'-, par le même théorème les triangles «iPy 
et a'jS', y', seront homologiques, ce qui permettra de déter- 
miner un point de la droite ^\ y\ , polaire du point «j, par 
rapport à la conique triple. Il suffira de joindre «jy, qui 
rencontre a! y' en p^ aj(3 qui rencontre o/p' en y, la droite 
pg rencontrera (3y au point /', qui est un point de la droite 
cherchée ; on pourrait de même en déterminer un second, 
au moyen du triangle ai^jS et de son homologique; on aura 
ainsi le côté opposé au sommet a^ choisi arbitrairement. 

Sur ce côté, les deux autres sommets ne sont pas déter- 
minés, ils forment une involution linéaire que l'on pourra 
déterminer au moyen de la construction suivante, tout à 
fait analogue à celle de l'învolution linéaire. 

On construira immédiatement, comme plus haut (6), un 
troisième triangle A a|3 de l'involution 5 les sphères ayant 
pour grands cercles les cercles circonscrits à ces triangles 
auront même axe radical (5), et toutes les sphères de leur 
série qui passeront par le sommet choisi «i couperont le 
plan de l' involution suivant une série de cercles ayant 
même axe radical et déterminant sur la droite précédem- 
ment construite l'involution linéaire cherchée, dont deux 
points conjugués quelconques seront les deux autres som- 
mets du triangle. Dans le plan, la construction se ramènera 
à la suivante : on décrira le cercle orthogonal commun aux 
trois cercles circonscrits, et tous les cercles passant par le 
point «1 et orthogonaux à ce dernier donneront chacun 
sur la polaire du point (X| deux points répondant à la ques- 
tion. 
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8. La théorie de Tinvolution plane, très-féconde en elle- 
même, le sera surtout par une autre théorie à laquelle elle 
va nous conduire, celle des coniques en involution. Mais, 
avant de l'aborder, il est nécessaire d'étudier certaines pro- 
priétés de ces courbes. 

D'une façon générale, on appelle système de coni- 
ques ( ^ ) l'ensemble de plusieurs coniques satisfaisant à des 
conditions communes et définies dans chaque cas suivant 
la nature du système. Il y a les systèmes ponctuels et les 
systèmes tangentiels. Nous allons nous occuper d'abord 
des premiers. D'ailleurs, toutes les fois que nous ne dési- 
gnerons pas la nature du système, c'est qu'il s'agira d'un 
système ponctuel. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU PREMIER ORDRE, OU FAISCEAU 

POWCTUEL. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 

5iC4-fxC = o. 

9. On entend, par système ponctuel du premier or- 
dre, ou simplement -par faisceau ponctuel, l'ensemble des 
coniques qui ont quatre points communs. La propriété 
caractéristique d'un faisceau résulte du théorème de De- 

(*) Smitb, Prœeedîngt of tke London mathematical Society^ n<* 14, p. 90. 
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sargues-Sturm, d'après lequel ces courbes sont coupées par 
une même droite suivant un système de points en involu- 
tion linéaire. Ces courbes ont donc sur une droite quel- 
conque un système de deux point conjugués communs, qui 
sont les points doubles de Tinvolution linéaire correspon- 
dante. Ces courbes satisfaisant à quatre conditions, on 
peut se demander si, réciproquement, toutes les coniques 
qui ont quatre couples de points conjugués communs ont 
quatre points communs, et par suite une infinité de couples 
de points conjugués communs. C'est en efiet ce qui a lieu ( * ) : 
car, si nous considérons deux coniques C et G parmi celles 
qui admettent les quatre couples donnés, nous voyons d'a- 
bord que toutes les coniques du faisceau [C.C] (*) les ad- 
mettront également. De plus il n'y en aura pas d'autre^ 
car, s'il y en avait une G\ toutes les coniques des faisceaux 
en nombre infini déterminés par la conique C et chacune 
des coniques du faisceau [C.C], coniques dont l'indéter- 
mination est d'un ordre supérieur au premier, admettraient 
également les quatre couples donnés, ce qui ne saurait avoir 
lieu, à moins que ces quatre couples ne soient pas distincts, 
c'est-à-dire que trois d'entre eux n'entrainent le quatrième, 
cas sur lequel nous reviendrons (19). 

10. De quatre couples de points conjugués, on peut donc 
en conclure une infinité, qui, en somme, ne forment que 
quatre couples distincts. Nous verrons également (19) 
comment on peut en déduire une infinité au moyen de trois 
couples distincts. Enonçons enfin le théorème suivant, qui 
indique le cas où trois couples ne sont pas distincts et 
comment on peut déduire l'un des deux autres : 

Théorème. — Lorsqu'une conique dwise harmonique- 

(* ) On trouTe une autre démonstration de cette propriété par M. de Jon- 
quières {Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIV, p. 4^9)* 

(') Le faisceau [C.C] signifie le faisceau déterminé par les courbes C 
et G'. La conique P[C.C'] signifie la conique du faisceau [C.C] qui passe 
par le point P. 
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ment les deux diagonales d'un quadrilatère, elle divise 
aussi harmoniquement la droite qui joint les points de 
concours des côtés opposés (*). 

En d'autres termes, de deux couples PiQi et PjQj ré- 
sulte un troisième couple fourni par le point d'intersection 
des droites Pi Q, et P, Qi et celui des droites Pj P, et 

1 1 . Toutes les coniques qui passent par trois points pou- 
vant être considérées comme ayant trois couples de points 
conjugués communs respectivement sur chacun des trois 
côtés du triangle des trois points, il en résulte que toutes les 
coniques qui passent par trois points et qui ont un système 
de points conjugués communs peuvent être considérées 
comme ayant quatre couples de points conjugués communs, 
et par suite passent par un quatrième point. Il est facile à dé- 
terminer : car soient a, fc, c les trois points donnés [fig. 3) 

Fig. 3. 



P 




et P, Q les points conjugués conununs ^ le système des co- 
niques considérées formant un faisceau, il suffit, pour avoir 
le quatrième point rf, de trouver celles d'entre elles qui se 
réduisent à deux droites ; or, si la droite ac coupe en (3 la 
droite PQ et qu'on détermine le point j3' conjugué de j3 par 
rapport aux points P et Q, il est évident que le système des 
droites «c, bÇ/ répond à la question; on aura de même les 

( * ) Hesse, De curvis et superficiebus secundi ordinis {Journal de Crelle, 
t. XX, p. 3oi; i84o). 
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systèmes ab^ cy' et ic, aa\ et les trois droites aa', b^\ cy^ 
passeront par un même point d^ qui est le quatrième point 
cherché. On retrouve donc ainsi les théorèmes suivants. 

Théorème. — Etant donnés un triangle et une iny^olu- 
tion linéaire, les trois droites qui joignent un sommet du 
triangle au point de l'inuolution conjugué de celui par 
où passe le côté opposé concourent en un même point. 

Théorè:me. — Ce point est commun à toutes les coni- 
ques circonscrites au triangle et conjuguées par rapport 
aux points doubles de l'im^olution. 

Corollaire, ^ — Si les points P et Q sont les points cir- 
culaires de Finfini, la conique devient une hyperbole équi- 
latère, le point d devient le point de rencontre des hauteurs 
du triangle abc et les énoncés deviennent : 

Théorème. — Les trois hauteurs d'un triangle se cou- 
pent en un même point. 

Théorème. — Toutes les hjpeî^boles équilatères cir- 
conscrites à un triangle passent par le point de rencontre 
des liauteurs. 

12. Problème. — Construire une conique, connaissant 
quatre points et un système de points conjugués. 

I ® Si les quatre points sont donnés par Tintersection de 
deux coniques C et C, la droite sur laquelle se trouvent 
les deux points conjugués coupera la conique cherchée 
suivant les deux points conjugués communs à deux involu- 
tions linéaires ) dont Tune est déterminée sur la droite par 
toutes les courbes du faisceau [C.C], et dont Tautre a pour 
points doubles les points conjugués donnés^ dans ce cas, la 
construction est quadratique \ 

tP Si les quatre points sont donnés directement, au moyen 
des deux points conjugués et de trois quelconques des 
quatre points donnés, on construira un cinquième point de 
la conique (H)*, ici, elle est linéaire (*). 

(*) M. de Jonquières résout le même problème {Nouvelles Annales de 
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Problème. — Construire une conique, connaissant trois 
points et deux couples de points conjugués. 

Au moyen des trois points donnés et de chaque couple 
de points conjugués, on construira successivement un qua- 
trième et un cinquième point de la conique ( H ) . La cons- 
truction est linéaire. 

13. Deux points pouvant être déterminés par la condi- 
tion d*être conjugués dans deux involutions données, il en 
résulte que toutes les coniques qui passent par deux points 
peuvent être regardées comme ayant deux couples de 
points conjugués communs sur la droite qui joint ces 
deux points ; donc, toutes les coniques qui passent par deux 
points et qui ont deux couples de points conjugués com- 
muns peuvent être regardées comme ayant quatre couples 
de points conjugués communs et conséquemment ont deux 
autres points communs (9). On peut facilement les obtenir 
par une construction quadratique \ car si Ton se donne un 
troisième point C d'une de ces courbes sur la droite où se 
trouve Tun des couples de points conjugués, on en conclura 
un quatrième point D sur cette droite, et Ton pourra en 
construire un cinquième point au moyen de ces deux 
points, des deux points donnés A et B et du second cou- 
ple (11). En changeant le point C sur la droite CD, on 
construira de la même façon une conique qui coupera là 
première en A et B, et aux deux points cherchés. On peut 
»donc dire que : 

Théorème. — Toutes les coniques qui ont deux points 
communs et deux couples de points conjugués communs 
passent par deux autres points fixes (* ). 



Mathématiques, t. XIY, p. 435) dans le second cas, où les quatre points 
sont donnés directement, en construisant le faisceau déterminé par ces 
quatre points, ce qui rentre dans le premier cas. Il substitue ainsi une so- 
lution quadratique à une solution linéaire. 

(*) M. de Jonquières démontre également cette propriété (^Nouvelles An- 
nalet de Mathématiques ^ t. XIV, p. /j38). 
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14. Problème. — Construire une conique, connaissant 
deux points et trois couples de points conjugués. 

Pour cela, on construira d'abord, ainsi qu41 vient d'être 
dit, deux des coniques passant par les deux points donnés, et 
admettant deux des couples donnés. Elles détermineront un 
faisceau dans lequel on construira la conique qui admet le 
troisième couple (12) ^ la construction est quadratique (*). 

15. Toujours par la même raison, toutes les coniques 
qui passent par un point et qui ont trois couples de points 
conjugués communs, ont trois autres points communs. 
Leur détermination est évidemment un problème cubique 
et on peut le résoudre par l'intersection de deux coniques 
dont on connaît un point. Il suffira, pour cela, de construire 
deux de ces coniques, par exemple celle qui passe par le 
point d'intersection de deux des droites qui renferment 
les couples donnés; il en résultera deux points, ce qui f^ra 
quatre \ enfin le troisième couple et trois de ces points en 
fourniront un cinquième (H ). On en construira de même 
une seconde ; ces deux courbes auront un point commun A 
connu, les trois autres seront les trois points cherchés. 

16. Problème. — Construire une conique connaissant 
un point et quatre couples de points conjugués. 

Il suffira de construire deux coniques passant par le 
point donné et admettant trois des couples donnés, en 
s'en donnant un second point qui soit à l'intersection des 
droites qui renferment deux des couples donnés ; on en con-- 
naîtra cinq points, comme nous venons de le voir (IS), au 
moyen du troisième couple. Ces courbes détermineront un 
faisceau dans lequel on obtiendra quadratiquement la co- 
nique qui admet le quatrième couple (12). 

Problème. — Construire une conique connaissant cinq 
couples de points conjugués , 



(') Ce problème est également résolu {^Nouvelles Annales de Mathéina-- 
tiques, t. XIV, p. 436). 



DES SYSTÈMES PONCTUELS. l5 

On construira une conique admettant quatre des cou- 
ples donnés, en s'en donnant un point à l'intersection des 
droites qui renferment deux des couples donliés. Il en ré- 
sultera deux autres points, puis un quatrième au moyen 
du troisième couple (H), et un cinquième au moyen du 
quatrième couple ( H ) ^ on construira de même une seconde 
conique qui admette ces quatre couples ; ces deux courbes 
détermineront un faisceau dans lequel on obtiendra qua- 
dratiquement la conique qui admet* le cinquième couple 

Pour faire voir combien cette solution est simple, soient 
Pi Qi ,. . . , PsQs les cinq couples donnés -, si l'on considère la 
conique C qui admet les quatre premiers, et qui passe par 
le point A d'intersection des droites PiQi et PjQj, elle 
passe par les points A, et Aj, conjugués de A par rapport à 
PiQi et à PjQg^ ces trois points et le couple PsQs en don- 
nent un quatrième A3 (H), le couple P4Q4 un cinquième. 
On a donc immédiatement cinq points de cette conique, de 
même pour la seconde ; on cherchera leiu's points d'inter- 
section par la droite PsQs, et on en conclura immédiate- 
ment ceux de cette droite et de la conique cherchée. On 
connaîtra alors deux points de cette courbe et un faisceau 
auquel elle appartient. 

17. Nous appellerons condition ponctuelle toute condi- 
tion telle que quatre quelconques d'entre elles déterminent 
un faisceau ponctuel, c'est-à-dire toutes les coniques qui 
ont quatre points communs. 

Nous voyons donc que, un point, un couple de points 
conjugués sont des conditions ponctuelles, et nous avons 
résolu, au moyen de la règle et du compas, tous les pro- 
blèmes dans lesquels on peut se proposer de construire une 
conique connaissant cinq de ces conditions. Nous verrons 



(*) On trouve une autre solution de ce problème par M. de Jonquières 
(Nouvelles Annales de Mathématiques t t. XIV, p. 438). 
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plus loin (69) qu'il en existe d'autres, et en particulier 
quelle est la condition ponctuelle la plus générale. 

Mais il peut se faire que ces conditions, au lieu d'être 
données directement, lé soient par la connaissance d'un cer- 
tain nombre de coniques, satisfaisant à plusieurs d'entre 
elles; dans ce cas, la solution des problèmes précédents est 
différente et également simple. Pour y arriver, nous allons 
étudier les propriétés des systèmes de coniques, que l'on 
peut définir par trois, quatre ou cinq de ces courbes 5 ces 
propriétés nous seront d'une utilité analogue à celles du 
théorème de Desargues, qui permet de construire une co- 
nique déterminée par cinq points, dont quatre sont connus 
implicitement, comme étant communs à deux coniques dé- 
terminées. Toutefois, avant d'abandonner l'étude du fais* 
ceau, nous remarquerons : 

i^ Que, tous les cercles ayant deux points communs h. 
l'infini, l'ensemble des cercles qui ont deux points com- 
muns à distance finie constitue un cas particulier du fais- 
ceau; 

2® Qu'en général aucun cercle ne fait partie d'un fais- 
ceau donné; ce cas particulier peut se présenter, mais, s'il 
y en a deux, toutes les courbes du faisceau sont des cercles ; 

3° Qu'en général un faisceau admet une hyperbole 
équilatère, et que, s'il y en a deux, toutes les courbes du 
faisceau sont des hyperboles équilàtères, parce qu'une pa- 
reille courbe admet pour couple de points conjugués les 
points circulaires de l'infini. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU SECOND ORDRE, OU RÉSEAU 

PONCTUEL. 

Equation générale en coordonnées ordinaires : 

18. Etant données trois coniques, C, C, C", on sait que 
si l'on fait passer par un point P trois autres coniques pas- 
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sant respectivement par les points d'intersection de ces 
coniques prises deux à deux, ces trois nouvelles courbes ont 
trois autres points communs, et appartiennent ainsi à un 
même faisceau (*). L'ensemble de toutes les coniques que 
Ton peut ainsi construire, au moyen des trois coniques don- 
nées, en faisant varier le point P d'une façon quelconque 
dans le plan, constitue un système ponctuel du second 
ordre ^ ou, plus simplement, un réseau ponctuel. On voit 
que toutes les courbes d'un réseau satisfont à trois condi- 
tions ; car, si l'on s'en donne un point, on obtient un fais- 
ceau dont toutes les courbes appartiennent évidemment au 
réseau, et dans lequel on peut encore déterminer une 
conique par un point. Nous allons faire voir : i° que toutes 
les coniques qui admettent trois couples de points conju- 
gués communs forment un réseau^ 2° réciproquement, que 
toutes les coniques d'un réseau admettent une infinité de 
couples de points conjugués communs, mais non distincts, 
et déterminés lorsqu'on en connaît trois. 

Soient, en effet, PiQi, PjQjî et PsQs les trois couples 
donnés, on pourra construire une conique répondant à la 
question, en s'en donnant un point A sur la droite PiQi, 
d'où l'on conclura un point B sur cette droite, un point A' 
sur PîQj, qui donnera un point B', et l'on sait d'ailleurs 
construire la conique C, passant par les points A, B, A', B', 
et conjuguée au couple Pa Qs (12) ^ on pourra construire de 
la même façon deux autres coniques C! et G' admettant 
également les trois premier couples, et l'on pourra toujours 
faire en sorte que ces trois coniques n'appartiennent pas à 
un faisceau \ il suffira de prendre les deux points arbitraires 
qui définissent la conique G' ailleurs que sur une conique 
du faisceau [C . C], Cela posé, il est évident que si l'on con- 
struit une conique quelconque du réseau [C . C. G'] , elle ad- 
mettra les mêmes trois couples de points conjugués -, car, 

(*) CnASLES, Traité des Sections coniques, p. 376. 
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soît P un point de cette conique; elle appartiendra, d'après la 
définition du réseau, au faisceau [P[C.C'], P[C'.C"]] et ad- 
mettra, par conséquent, les mêmes couples de points conju- 
gués que les coniques P[C.C'] et P[C'.C], lesquelles ad- 
mettent toutes deux les trois couples donnés. D'ailleurs, 
si une conique étrangère au réseau admettait aussi les trois 
couples donnés, toutes les coniques des faisceaux en nombre 
infini déterminés par cette courbe et chacune des coniques 
du réseau [C.C'.C"], coniques dont l'indétermination est 
d'un ordre supérieur au second, admettraient également les 
trois couples donnés, ce qui ne saurait avoir lieu, à moins 
que ces trois couples ne constituent pas trois conditions dis- 
tinctes, cas sur lequel nous reviendrons (27). Donc : 

Théorème. — Toutes les coniques qui admettent trois 
couples distincts de points conjugués communs forment 
un réseau, 

19. Considérons maintenant toutes les coniques d'un 
réseau, et cherchons à quelle condition doit satisfaire une 
droite pour les couper suivant une involution linéaire, 
c'est-à-dire pour renfermer deux couples de points conju- 
gués à toutes les coniques du réseau. On peut n'en consi- 
dérer que trois, C, C, C"; pour qu'une droite les coupe 
suivant six points en involution, il suffit évidemment qu'elle 
coupe la conique C suivant deux points situés sur une co- 
nique du faisceau [C.C], ce qui n'assujettit cette droite 
qu'à une condition, et prouve qu'il en existe une infinité. 
L'indétermination de ces droites est du premier ordre; 
elles enveloppent donc une certaine courbe qu'il est facile 
de construire par tangentes, lorsqu'on en connaît trois, 
ainsi que les couples situés sur elles. C'est en effet ce qui 
doit avoir lieu : puisque les courbes d'un réseau satisfont à 
trois conditions, il faut que tous les couples de points con- 
jugués communs résultent de trois d'entre eux, et c'est ce 
qui va nous donner en même temps le moyen de savoir 
lorsque quatre couples de points conjugués ne sont pas dis- 
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tincts. Prenons un point P sur la conique C : la conique 
du faisceau [C. C] qui passe par ce point la coupe en trois 
autres points A, B, C*, les droites PA, PB, PC répondent 
évidemment à la question, on pourra donc, de chaque point 
du plan, mener trois tangentes à la courbe considérée, les- 
quelles sont les trois droites qui joignent ce point aux trois 
autres points «par où passent aussi toutes les coniques du 
réseau [C . C C], qui passent par le premier. Cette courbe 
est donc de la troisième classe, et c'est la courbe générale de 
cette classe, puisqu'elle est définie par la connaissance de 
trois tangentes et de deux points particuliers sur chacune 
d'elles, ce qui fait bien les neuf conditions nécessaires pour 
la déterminer. . Nous désignerons désormais cette courbe 
sous le nom de Caylejenne (*) du réseau. 

Pour examiner les choses de plus près, nous allons sup- 
poser connus les trois couples de points conjugués com- 
muns, et nous verrons qu'en eifet il est facile de détermi- 
ner linéairement une infinité d'autres couples de points 
également conjugués par rapport à toutes les coniques con- 
juguées aux trois premiers. Soient PjQi, PjQs^ PsQs les 
trois couples donnés [PL /), situés respectivement sur les 
côtés d'un triangle ABC. Puisque de chaque point du plan 
■on peut mener trois tangentes à la Cayleyenne, on peut se 
se proposer de chercher la troisième tangente issue du 
point A. Elle est facile à déterminer^ car toutes les coniques 
du réseau qui passent par le point A passeront aussi par 
les points A» et Aj, conjugués harmoniques de A par rap- 
port aux couples PjQt et PsQs» Etant de plus conjuguées 

(*) Du nom de Tauteur qui en a démontré analytiqucment les proprié- 
tés [Cayley, a Memoir on curves of the thrid order {Philosopkical Tran- 
sactions, partie II; London, 1867, p. 4i^-44^)]« Nous ne faisons que nous 
conformer à une dénomination déjà adoptée (Cremona, Introduzione ad 
una teoria geometrica délie curve plane; Bologne, 1863). Dans cet ouvrage, 
M. Gremona démontre géométriquement les propriétés de la Cayleyenne 
d'un réseau ponctuel, comme conséquences de théorèmes généraux sur les 
•courbes. 

2. 
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par rapport au couple PiQi, elles passeront par un qua-^ 
trième point que Ton peut construire (11). H suffit pour 
cela de chercher les trois points «,, Bj, Ci, conjugués har- 
moniques par rapport au couple PiQi des points a, B, C, 
où les côtés du triangle AAj As rencontrent la droite PiQi; 
les trois droites Aaj, AgEi, et A3 Ci passeront par un même 
point a qui est le point cherché, et la troisième tangente, 
issue du point A, est la droite A a qui est la même que A^i^ 
on déterminerait de même les tangentes B(3i et Cyi, ainsi 
que les points b et c, analogues de a, situés respectivement 
sur ces deux tangentes, et la figure montre bien que les 
trois tangentes issues du point. A sont les trois droites qui 
joignent ce point aux points «, Aj, Aj par où passent toutes 
les coniques du réseau qui passent par le point A. 

On voit aussi qu'il suffit, pour construire cette troisième 
tangente, de joindre les conjugués harmoniques du som- 
met considéré sur les deux côtés du triangle dont il est 
Tinte rsection, de prendre le point d'intersection de la droite 
ainsi obtenue avec le troisième côté, et de joindre le som- 
met choisi au point conjugué harmonique de ce point sur 



ce troisième côté. 



Nous avons ainsi six tangentes de la courbe, mais il est 
facile d'en trouver six autres sur la figure. En effet les tan- 
gentes issues d'un point P étant les trois droites qui joignent 
ce point aux trois autres sommets du faisceau défini dans le 
réseau par le point P, il en résulte que, dans chacun des 
faisceaux dont l'ensemble constitue le réseau, les trois sys- 
tèmes de deux droites qui sont des coniques de ce faisceau 
sont six tangentes de la Cayleyenne ^ en un mot, que tous 
les systèmes de deux droites, qui sont des coniques du ré- 
seau que nous étudions, sont des tangentes de cette courbe^ 
qui de son côté en est l'enveloppe ^ d'où ce théorème : 

Théorème. — Les dix-huit cordes communes à trois 
coniques quelconques, prises deux à deux, sont tangentes 
à une même courbe de la troisième classe. 
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A chacune des tangentes de la Cayleyenne en correspond 
^onc une seconde, qui forme avec elle une conique du 
réseau, et ce système de deux droites est conséquemment 
conjugué par rapport à tous les couples situés respective- 
ment sur chaque tangente, c'est-à-dire que Ton peut énon- 
cer sur cette courbe le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on prend sur chaque tangente à la 
Cajleyennjs le point conjugué harmonique, par rapport 
aux deux points conjugués situés sur elle, du point ou 
elle est rencontrée par une tangente fixe, tous ces points 
sont en ligne droite sur une seconde tangente, formant 
avec la première une conique du réseau. 

Par conséquent, pour construire la tangente qui résulte 
ainsi d'une tangente connue, il suflSt de joindre les points 
conjugués harmoniques des points où elle rencontre deux 
autres tangentes également connues \ d'où Ton conclut que 
la droite B^ A, forme avec la droite AB une conique du ré- 
seau et est tangente à la courbe ^ de même pour les droites 
BjCj et Cl A,, avec les droites BC et CA. Il est également 
facile de voir que les trois tangentes précédemment déter- 
minées Aûfi, Bj3i et Cyi ont respectivement pour tangentes 
correspondantes les droites Aj A3, Bj Bs et Ci Cj. Nous avons 
ainsi douze tangentes de la courbe, accouplées par deux, et 
on pourrait en construire, par le même procédé, une infi- 
nité d'autres. La courbe est donc bien déterminée par les 
trois tangentes données, et, pour construire sur chacune 
d'elles les deux points conjugués, il suffit de construire les 
points doubles de l'involution linéaire déterminée sur cette 
droite par tous les systèmes des deux droites formant co- 
niques du réseau. 

Le théorème énoncé plus haut est l'expression des dépen- 
dances qui existent entre toutes les tangentes de la courbe 
remarquable qui nous occupe. C'est lui qui permet de re- 
connaître si quatre couples de points conjugués donnés 
sont distincts (10) ; il faut pour cela que l'une des droites 



22 CHAPITRE II. 

sur lesquelles ils sont situés rencontre les trois autres eu 
trois points tels, que si l'on prend respectivement leurs 
conjugués harmoniques sur la droite correspondante, ces 
trois nouveaux points ne soient pas en ligne droite. Dans 
le cas contraire, ces quatre couples de points conjugués ne 
sont pas distincts, et déterminent une courbe de la troisième 
classe du genre de la précédente^ par suite, les coniques 
correspondantes forment un réseau au lieu d'un, faisceau. 

De ce qui précède, résulte une démonstration géomé- 
trique du théorème de Hesse (10). En eifet on voit d'abord 
que, quel que soit le couple PiQi, la droite AjAs est tan- 
gente à la Cayleyenne; reste à faire voir que les points 
conjugués situés sur elle sont les sommets opposés du qua- 
drilatère PjQtPsQs, dont elle est la diagonale. En effet 
les couples de points A As, BB3 appartiennent à l'involu- 
tion dont les points doubles sont P3 et Qj; de mèm(; AA», 
CCt à celle dont les points doubles sont P, et Qj *, les droites 
P* Q j et p8 Q3 se coupent en un point A qui se correspond 
à lui-même dans les deux involutioiis 5 donc l'une dé ces 
involutions est la perspective de l'autre, et le point de vue 
est le point a commun aux droites AjA», CB, CsBj; donc 
les droites PjPs et Q^Qz-, qui projettent les points doubles, 
se coupent en a sur A, A3. Mais nous verrons (97) que le 
point a fait partie du lieu des couples de points conjugués, 
comme étant le sommet d'un couple [BC, BsCs]^ l'autre, 
étant son conjugué harmonique par rapport à A, et As, où 
la droite AjAs rencontre le couple [A^B,, A3B], est l'autre 
extrémité de la diagonale. 

20. Il existe également des dépendances entre tous les 
couples de points conjugués situés sur les tangentes de la 
Cayleycnne, abstraction faite de ces droites, sur lesquelles 
ils sont répartis par couples. On sait en efletque, lorsque 
deux points sont conjugués par rapport à un cercle, le 
cercle ayant pour diamètre le segment de droite formé par 
ces deux points coupe le premier orthogonalement. Or il 



DES SYSTÈMES PONCTUELS. ^3 

existe toujours un cercle parmi les coniques du réseau , 
puisque leur indétermination est du second ordre, et un 
seul, parce qu'il est déterminé par cijiq conditions ponc- 
tuelles (17)^ il en résulte que les cercles ayant pour dia- 
mètres les segments de droites formés par tous les couples 
de points conjugués coupent orthogonalement le cercle du 
réseau, et, par suite, ont même centre radical. Ce cercle 
est donc immédiatement déterminé ^ c'est le cercle ortho- 
gonal à trois cercles donnés. Si les quatre cercles résultant 
de quatre couples de points avaient même centre radical, 
cela prouverait ou que les quatre couples ne sont pas dis- 
tincts, ou qu'ils déterminent un faisceau dont une conique 
est un cercle, ce qui n'a généralement pas lieu (17). 

21 . Enfin, une hyperbole équilatère étant conjuguée par 
rapport aux points circulaires de Tinfini, il en résulte que 
toutes les hyperboles équilatères d'un réseau ont quatre 
couples de points conjugués communs, et, par suite, quatre 
points communs (9). D'où ce théorème : 

Théorème. — Si par les points d'intersection de trois 
coniques prises deux à deux, on fait passer trois hyper- 
boles équilatères, ces trois courbes ont quatre points com- 
muns. 

Si cependant les milieux des trois couples de points con- 
jugués, qui peuvent définir un réseau, étaient en ligne 
droite, ce qui prouverait que la droite de l'infini est tan- 
gente à la Cayleyenne du réseau ; si de plus les points con- 
jugués situés sur cette droite étaient les points circulaires 
de l'infini, ces deux points formeraient avec les trois pre- 
miers couples un système de quatre couples non distincts 
(19), c'est-à-dire que toutes les courbes du réseau seraient 
des hyperboles équilatères. Il suffit pour cela qu'il y ait 
dans le réseau trois hyperboles équilatères qui n'aient pas 
quatre points communs. 

Si les deux points conjugués sur la droite de l'infini ne 
sont pas les points circulaires de l'infini, mais deux points 
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quelconques, le cercle du réseau, passant forcément par les 
points circulaires de l'infini, passera aussi par leurs points 
conjugués harmoniques par rapport à ces deux points, 
c'est-à-dire qu'il se composera de la droite à l'infini etjd'une 
autre droite à distance finie, celle qui joint les milieux 
des couples des points conjugués. C'est ce qui arrive aussi 
dans le premier cas considéré ; mais cela ne donne lieu^à 
aucune difficulté : car ces deux droites, pouvant être consi- 
dérées comme perpendiculaires, constituent aussi bien une 
hyperbole équilatère qu'un cercle. 

Enfin, si ces deux points sont dans deux directions per- 
pendiculaires, c'est-à-dire conjugués par rapport aux points 
circiilaires de l'infini, tous les cercles, ayant même axe ra- 
dical , qui coupent orthogonalement deux des trois cercles 
ayant pour diamètres les segments déterminés par les trois 
couples de points conjugués font partie du réseau, et ces 
trois cercles ont eux-mêmes même axe radical. 

22. Problème. — Construire dans un réseau le fais- 
ceau déterminé par un point. 

Il suffit de construire deux des trois coniques passant 
par ce point et les points d'intersection des trois coniques 
qui définissent le réseau, prises deux à deux (18). 

Problème. — Construire dans un réseau le faisceau 
déterminé par un système de deux points conjugués. 

Il suffit de faire passer par les points d'intersection des 
trois coniques qui définissent le réseau, prises deux à deux, 
deux coniques admettant ce système de points conjugués 
(12). Il est évident qu'elles admettront également les trois 
couples de points conjugués du réseau, et conséquemment 
auront quatre points communs. 

23. Ces deux problèmes conduisent, sans plus de détails, 
à la solution des trois suivants : 

Construire une conique d'un réseau connaissant : 

i^ Deux points; 

2? Un point et un système de points conjugués; 
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3** Deux systèmes de points conjugués. 

La solution du premier de ces trois problèmes ne serait 
pas applicable au cas où les deux points seraient imagi-» 
naires. Mais s*ils sont imaginaires conjugués, on pourra 
remplacer leur connaissance par deux couples réels de 
points conjugués par rapport à ces deux points. Ainsi, pour 
construire le cercle d'un réseau défini par trois coniques, 
il suffira de se donner deux couples de points conjugués à 
Tinfini dans des directions rectangulaires, ce qui donnera 
lieu au troisième des problèmes précédents. Toutes ces 
constructions sont quadratiques. 

24-. Cas particuliers du réseau, — Toutes les coniques 
qui ont deux couples de points conjugués communs et qui 
passent par un point fixe peuvent être considérées comme 
ayant trois couples de points conjugués communs, le troi- 
sième couple étant pris sur une droite quelconque passant 
par le point fixe, et Tinvolution linéaire correspondante 
ayant ses points doubles confondus. 

Il en résulte que ce système de courbes constitue un cas 
particulier du réseau \ parmi les trois tangentes issues d'un 
point quelconque du plan à la Cayleyenne, se trouve évi- 
denunent la droite qui joint ce point au point fixe 5 cette 
courbe se compose donc de ce point et d'une conique, puis- 
que de chaque point du plan on peut mener deux tangentes 
à la seconde partie de la courbe. 11 est facile d'ailleurs de 
trouver cinq tangentes de cette conique. Il y a d'abord les 
deux droites qui renferment les deux couples donnés Pj Q, 
et P«Qî^ de plus, si l'on applique la construction donnée 
plus haut de la troisième tangente issue d'un point donné 
(19), on voit que, pour avoir la seconde tangente menée à 
cette conique par un point quelconque M [fig- 4) de l'une 
de ces droites, il suffit de prendre le point M', conjugué 
harmonique du point M par rapport au couple PjQj, situé 
sur cette droite, de le joindre au point fixe A par une droite 
qui rencontre la droite PjQi en un point R, dont on pren- 
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dra le conjugué harmonique R' par rapport au couple Pg Q,, 
enfin de joindre MR'. Si l'on applique cette construction au 
point Bs, conjugué harmonique du point d'intersection des 

Fîg. 4. 




deux droites données par rapport au couple PjQt, on voit 
que, quel que soit le point A, elle fournit la droite Bj Bj 
qui joint le point Bj au point Bi, conjugué harmonique du 
point B par rapport au couple Pj Qi , laquelle n'est autre 
que la diagonale CD du quadrilatère PtQiPjQs, ce qui est 
une conséquence directe du théorème de Hesse (tO). Cette 
droite est donc tangente à la conique. De plus il résulte de 
cette construction que les tangentes issues du point A ren- 
contrent chacune des droites PiQi,PjQ2, en deux points 
conjugués harmoniques par rapport au couple situé sur 
chacune d'elles ^ c'est-à-dire que ce sont les rayons doubles 
du faisceau en involution linéaire, dont deux couples de 
rayons conjugués sont AP^ , AQi et APj, AQj. Cette conique 
est donc parfaitement définie, et les couples de points con- 
jugués situés sur chaque tangente s'obtiendront facilement, 
puisque les droites AB, B, Bt constituent une conique du 
réseau, ainsi que ABi, BB, et ABj, BB^. 

Ainsi, à chaque droite passant par le point A, correspond 
une tangente à la conique, formant avec elle conique du 
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réseau ; de plus le rapport anharmonique de quatre des 
premières est égal à celui des points d'iutersectiou des 
quatre tangentes correspondantes avec une cinquième tan- 
gente quelconque 5 car, si l'on prend pour cette tangente la 
droite PjQi, les quatre premières la coupent en quatre 
points et les quatre tangentes correspondantes en quatre 
autres qui sont respectivement leurs conjugués harmoni- 
ques par rapport au couple PiQi, et ces deux systèmes de 
quatre points ont même rapport anharmonique. Donc : 

Théorème. — Etant données deux inwolutions linéaires 
sur deux droites différentes et un point, si une droite 
tourne autour du point, la droite qui joint les points 
conjugués de ceux ou elle rencontre chaque ins^olution 
enveloppe une conique que l'on sait construire, et le rap'^ 
port anliarnionique de quatre droites passant par le point 
fixe est égal à celui des quatre points d'intersection des 
quatre tangentes correspondantes av^ec une cinquième 
tangente quelconque. 

On peut encore dire : Si une conique est tangente aux 
trois diagonales d'un quadrilatère et aux rayons dou- 
bles du faisceau en inwolution linéaire, dont deux couples 
de rayons conjugués sont les droites qui joignent un point 
fixe aux sommets opposés du quadrilatère, à chaque droite 
passant par le point fixe correspond une tangente de la 
conique, qui avec elle coupe harmoniquement les trois 
diagonales, et le rapport anharmonique, etc. 

Le cercle du réseau sera le cercle passant par le point A 
et coupant orthogonalement les deux cercles ayant pour 
diamètres PiQi et PjQi*, il se réduira à une droite quand 
la conique sera une parabole, ou quand le point A sera à 
l'infini, avec les mêmes restrictions que dans le cas général. 
Enfin le théorème général énoncé plus haut (19) devient: 

Théorème. — Etant données trois coniques quelcon- 
ques ayant un point commun, elles ont deux à deux dix- 
huit cordes communes, dont neuf passent par le point 
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commun; les neuf autres sont tangentes à une même co- 
nique. 

25. Un second cas particulier du réseau est celui où 
toutes les coniques qui le constituent ont deux points com- 
muns A et B. La Cayleyenne se compose donc d'abord de 
ces deux points; car toute droite passant par l'un d'eux 
coupe le réseau suivant une involution linéaire, dont les 
points doubles sont confondus. Deux des trois tangentes 
issues d'un point quelconque P sont donc les deux droites 
PA et PB -, d'où il suit que le reste de la courbe est une 
courbe telle, que d'un point quelconque du plan on ne peut 
lui mener qu'une tangente, c'est-à-dire également un point; 
reste à déterminer ce point. Nous allons faire voir que c'est 
le point Q commun aux trois cordes communes, ne passant 
pas par les deux points A et B des trois coniques considé- 
rées deux à deux qui déterminent le réseau. Soient en effet 
C, C, C ces trois coniques; considérées deux à deux, elles 
ont neuf systèmes de deux cordes communes qui forment 
coniques du réseau (19), et qui sont tangentes à la courbe 
cherchée ; donc celles de ces cordes qui ne passent pas par 
les deux points A et B passent par le troisième point cher- 
ché, lequel est conséquemment le point Q; ce qui prouve 
ce que nous avions avancé, et pourrait au besoin servir de 
démonstration au théorème relatif à ces cordes communes. 
Il en résulte qu'une droite quelconque passant par ce point 
coupe toutes les courbes du réseau suivant une involution 
linéaire, à points doubles distincts cette fois, et dans la- 
quelle le point Q et le point d'intersection de cette droite 
avec la droite AB sont conjugués ; car ce sont les points 
d'intersection de la droite avec la conique du réseau formée 
de la droite AB et d'une droite arbitraire passant par le 
point Q. 

Le réseau peut être défini par trois coniques ou par les 
deux points A et B et un système de points conjugués DDi ; 
dans le premier cas, on en conclura facilement le système 
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DD,, si Ton connaît les deux points A etB, au moyen d'une 
droite quelconque passant par le point Q5 et, dans le second, 
on construira le point Q, conjugué harmonique par rapport 
h D et Dj du point d'intersection des droites AB, DDi. Le 
cercle du réseau sera, dans tous les cas, le cercle qui passe par 
les points A et B, et qui coupe ortliogonalement le cercle dé- 
crit sur DDi comme diamètre, et pourra du reste toujours 
se réduire aune droite ou n'être pas seul de son espèce (21). 

Toutes les hyperboles équilatères du réseau ont, outre 
les points A et B, deux autres points communs S et S', si* 
tués sur la perpendiculaire abaissée du point Q sur la 
droite AB, puisque l'ensemble de ces deux droites en con- 
stitue une. On peut les construire facilement. • 

En effet, puisque ces courbes appartiennent au réseau, 
ils font d'abord partie d'une involution linéaire dont deux 
couples de points conjugués sont les points Q, R (Jîg. 5), 

Fîg. 5. 




et les points P, P' où la droite QR rencontre le cercle du 
réseau; de plus, devant former avec les points A et B les 
trois sommets et le point de rencontre des hauteurs d'un 
triangle, ils sont conjugués par rapport au cercle décrit sur 
AB comme diamètre; ils sont donc les extrémités du seg- 
ment commun à deux involutions linéaires déterminées. Il 
suffira, pour les obtenir, de faire passer un cercle quel* 
conque par les points Q et R, et par ses points d'intersec- 
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tion avec le cercle du réseau, un cercle qui coupe orthogo- 
nalement le cercle ayant AB pour diamètre. 

On peut encore les obtenir, moins simplement, c'est 
vrai, par un autre raisonnement qui donne lieu à quelques 
conséquences. Cherchons à construire le point d'intersec- 
tion des droites AS, BS' et celui des droites AS', BS ^ d'a- 
bord ils sont sur le cercle ayant AB pour diamètre, puisque 
S' est le point de rencontre des hauteurs du triangle ABS 5 
de plus ces deux couples de droites formant coniques du 
réseau rencontrent la droite DDi en deux couples de points 
conjugués à D et à Di . Si donc l'on joint le point A aux 
points de l'involution linéaire dont les points doubles sont 
D et Di et le point B à leurs conjugués, on aura deux fais- 
ceaux homographiques, dont le lieu des points d'intersec- 
tion des rayons homologues est une conique sur laquelle se 
trouvent les deux points cherchés. Elle passe par les points 
A et B; on peut donc construire sa seconde corde commune 
avec le cercle décrit sur AB comme diamètre. Mais elle 
passe aussi par les points D et Di, et cela, quelle que soit la 
droite DDj passant par le point Q-, donc le lieu des points 
doubles des involutions linéaires déterminées dans le ré- 
seau par toutes les droites passant par le point Q est une 
conique qui passe par les points A et B. 

Si trois coniques du réseau sont des hyperboles équila- 
tères, il en est de même des autres ; et, comme elles ont une 
corde commune AB, elles ont aussi deux à deux une autre 
corde commune perpendiculaire à AB, et le point Q est 
alors à l'infini dans cette direction ; c'est-à-dire que : 

Théorème. — Lorsque trois hyperboles équilatères ont 
deux points communs, toute droite perpendiculaire à la 
corde commune les coupe suii^ant six points en in^olu^ 

m 

tion. 

Nous verrons plus loin (107) que le lieu des points dou- 
bles est alors le cercle décrit sur AB comme diamètre. 

Si les points A et B sont les points circulaires de l'infini, 
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le réseau est Tensemble des cercles qui coupent orthogona- 
lement un même cercle; la conique, lieu des points dou- 
bles, est leur cercle orthogonal commun 5 ce cercle est aussi 
le lieu des points de contact des tangentes issues du point 
Q aux cercles du réseau; d'où l'on peut conclure que, dans 
le cas général, par continuité, la conique lieu des points 
doubles est aussi le lieu des points de contact des tangentes 
issues du point Q à toutes les courbes du réseau. 

26. Il reste enfin le cas le plus simple, où toutes les 
courbes du réseau ont trois points communs, et où la Cay- 
leyenne se compose de ces trois points. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU TROISIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 
\C + pC -f- vC H- pC^ = o. 

27. Considérons quatre coniques quelconques C, C, QI\ 
G"\ chacun des deux réseaux [C.C'.C"] et \Q! .01' .G"] donne 
lieu à une Cayleyenne*, ces deux courbes, étant de la troi- 
sième classe, admettent neuf tangentes communes, qui ren- 
contreront les coniques de chacun des deux réseaux suivant 
une involution linéaire (19). Parmi ces neuf tangentes, il y 
en a six qui sont les cordes communes aux coniques C et C^, 
qui font partie des deux réseaux (19), et pour lesquelles les 
involutions suivant lesquelles elles coupent chaque réseau 
ne coïncident pas, puisqu'elles n'ont qu'un segment com- 
mun, celui qui est déterminé par les deux points communs 
aux coniques C et G\ pour les trois autres, les deux invo- 
lutions coïncident, car elles ont deux segments communs, 
déterminés sur chacune d'elles par les coniques C et G. 11 
y a donc trois droites qui rencontrent quatre coniques quel- 
conques suivant huit points en involution ; en un mot, ces 
quatre courbes admettent trois couples de points conjugués; 
mais ils ne sont pas distincts, et l'un d'eux résulte des deux 
autres, comme l'exprime le théorème de Hesse (JO). 
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Ces trois couples n'étant pas distincts, les cercles ayant 
pour diamètres les segments qu'ils interceptent doivent 
avoir même axe radical; ce qui résulte également d'un 
théorème connu sur le quadrilatère complet. 

Nous allons étudier l'ensemble des coniques qui admet- 
tent ces trois couples non distincts et qui satisfont ainsi à 
deux conditions : c'est le système ponctuel du troisième 
ordre. Comme on le voit, il peut être défini : soit par deux 
couples, alors on peut en construire linéairement une 
courbe quelconque ; soit par quatre de ses courbes, alors la 
détermination des deux couples est un problème du troi- 
sième degré. Dans tous les cas, on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorème. — Etant données quatre coniques quel- 
conques, on peut les combiner trois à trois de quatre 
manières. On obtient ainsi quatre réseaux et quatre 
Cajleyennes, Ces quatre courbes ont trois tangentes 
communes qui coupent les quatre coniques suii^ant une 
ins^olution linéaire. 

28. Cherchons maintenant à construire une courbe quel- 
conque d'un pareil système, défini par quatre de ses cour- 
bes. Si nous nous en donnons un point, ou un couple de 
points conjugués, les courbes correspondantes, admettant 
trois couples distincts, formeront un réseau (18). D'ailleurs 
trois de ces courbes sont évidemment les trois courbes qui 
admettent le couple donné et qui passent respectivement par 
l'intersection des coniques C et C, G et C, CI' et CP'-^ nous 
pourrons donc ainsi construire autant de courbes du sys- 
tème que nous le voudrons, et nous arrivons en même temps 
au théorème suivant : 

Théorème. — Etant données quatre coniques quelcon- 
ques, les six coniques qui passent par V intersection de ces 
quatre courbes combinées deux à deux, et qui admettent 
un couple donné de points conjugués, ou qui passent par 
un point donné, appartiennent à un même réseau. 
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29. Un couple quelconque de points conjugues déter- 
minant dans un système du troisième ordre un réseau dont 
la Cayleyenne est tangente aux trois droites sur lesquelles 
se trouvent les trois couples de points conjugués du système 
du troisième ordre , il en résulte, en vertu des propriétés 
de cette courbe (19), que cette quatrième droite quelconque, 
qui renferme le couple, rencontrera les trois premières en 
trois points dont les conjugués harmoniques sur chacune 
d'elles sont en ligne droite \ c'est une démonstration de ce 
théorème connu : 

Théorème. — Si l'on coupe par une droite quelconque 
le triangle dont les côtés sont les diagonales d'un quadri- 
latère complet, les trois points situés sur chaque côté et 
rcspectis^ement conjugués harmoniques par rapport aux 
extrémités de la diagonale du point d'intersection de ce 
côté as^ec la droite sont en ligne droite, 

30. Les courbes d'un système du troisième ordre étant 
assujetties à deux conditions, il y aura dans le système une 
infinité de cercles ayant même axe radical. Ils formeront 
un faisceau orthogonal aux deux cercles ayant pour dia- 
mètres les segments déterminés par les couples de points 
conjugués. 

Il y aura aussi un réseau d'hyperboles équilatères, déter- 
miné par trois quelconques des six hyperboles équilatères 
qui passent par les points d'intersection des quatre coniques 
données prises deux à deux (^). 

31 . Comme cas particulier du système du troisième or- 
dre, on pourra avoir à considérer toutes les coniques qui 
passent par un point donné et ' qui admettent un couple 
donné. Soient alors C, C, C", C" les quatre courbes qui 
déterminent le système : les deux réseaux (C, C, C^) et 
(C, CC") donnent lieu chacun à une Cayleyenne, com- 
posée du point fixe et d'une conique (24). Ces deux courbes 
admettent neuf tangentes communes qui sont les quatre 
tangentes communes aux deux coniques S et S', les quatre 

3 
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tangentes menées à ces courbes du point fixe et une dix>ite 
quelconque passant par le point fixe. Mais nous savons que 
sur ces neuf tangentes communes, il y a les six cordes com- 
munes aux coniques C et (^"y qui ne coupent pas les courbes 
du système suivant une involution. Sur ces six cordes, trois 
ne passent pas par le point fixe et sont conséquemment tan- 
gentes communes à S et £'*, les trois tangentes communes 
qui coupent les courbes du système suivant une involution 
sont donc la quatrième tangente commune à H et à £', pour 
laquelle Tinvolution ne présente rien de particulier, et deux 
droites quelconques passant par le point fixe, pour les- 
quelles l'involution a ses points doubles confondus. On peut 
concevoir ce cas comme une limite du précédent, en sup- 
posant que le point P, se confonde avec le point Qi, le 
couple Pj Qi ne changeant pas, alors le point Ps vient se 
confondre au même point avec le point Qj . La tangente 
commune à S et à £' serait alors Pi Qi, et le point commun 
serait Q, . 

On peut concevoir en outre que le point Pi vienne se 
ccmfondre avec le point Qi , ce qui donne lieu au cas le plus 
simple, celui où le système du troisième ordre se compose 
de toutes les coniques qui ont deux points communs. 

32. Citons encore le cas où deux sommets du quadrilatère 
PfQiPtQtî {fig- 6), sommets n'appartenant pas au même 

Fig. 6. 




couple, viendraient à se confondre, par exemple, P, et P,. 
Alors le point A se confondrait en ce point avec le point Qs; 
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et Pi étant à la fois conjugué de P,, de Q, et de Q,, il en 
résulte que la droite Qi Q, serait la polaire de ce point ; le 
système se composerait donc de toutes les courbes pour les- 
quelles on connaît la polaire d*un point. 

33, Problème. — Construire la droite, qui forme auec 
une droite donnée conique d'un système du troisième 
ordre. 

Il si^ra, pour cela, de chercher les points d'intersec- 
tions A et B de la droite donnée avec une conique du sys- 
tème, et de construire les deux autres points par où passent 
toutes les coniques du système qui passent par les points 
A et B (1 3) ^ la droite qui joint ces deux points est la droite 
.cherchée. Ce problème exige la détermination par points 
de trois coniques \ car si A et B sont les points d'intersec- 
tion de la droite donnée avec la conique C", il faudra con- 
struire les coniques A (C, C), A (C, C"), qui forment avec 
Ca"' un réseau, dans lequel le faisceau dont deux coniques 
sont C"' et P [A(C,C'), AtCSC^)] détermine les deux 
points cherchés que l'on peut construire quadratiquemcnt, 
puisque l'on connaît déjà A et B. 

Si le système est déterminé par le quadrilatère Pi Qi Pj Q,, 
la 4roite cherchée sera celle qui joint les points conjugués 
harmoniques sur chaque diagonale et par rapport à ses ex- 
trémités de son point d'intersection avec la droite donnée. 
L^ .construction est alors linéaire. 

pu SYSTÈME PONCTUEL DU QI;à7IIIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 

IC -I- fiC -+- vC^-t-pC^'-t- (tC''''=o. 

34. Si enfin l'on considère cinq coniques * quelconques 
C, C, C, C^'% C"'^, cette fois, il n'arrivera pas généralement 
qu'il existe une droite qui les coupe suivant dix points en 
învolution ; il faudrait pour cela que l'un des trois couples 
du système de troisième ordre [€,€',€"', C^] coïncidât avec 

3. 
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Tun des trois couples du système [C\C^\C\C"^']. Néan- 
moins, ces cinq courbes satisfont à une condition commune, 
qui nous apparaîtra plus tard explicitement (119), et dont 
nous allons implicitement faire voir Texistence. Supposons, 
en effet, que l'on se donne un couple de points conjugués, 
PiQi, ou un point, et que Ton construise les quatre coni- 
ques qui admettent ce couple ou passent par ce point, et 
qui passent respectivement par l'intersection des coniques 
[C,C'], [C,e], [C",C"], [C^C"'^]. On peut combiner ces 
cinq coniques deux à deux de six autres manières, et con- 
struire six autres coniques analogues^ considérons, parmi 
elles, la conique qui admet le même couple et passe par Tin- 
tersection des coniques C et C; elle appartient au système 
du troisième ordre, déterminé par les quatre premières. 
En effet, les trois coniques PiQi [C,C'], PiQi [C',C"] et 
PiQi [C^C], ayant en commun le couple PiQi, et les 
trois couples communs aux coniques C,C',C appartien- 
nent à un même faisceau (10) ; par suite, les quatre coniques 

P.Q.[C,C'], P.Q.[C',C"], P.Q.[C",C], P.Q.[C",C"'] 

appartiennent à un même réseau*, enfin, les cinq coniques 
en question appartiennent à un même système du troisième 
ordre, et de même les cinq autres. On donne le nom de 
système du quatrième ordre à l'ensemble des coniques 
que l'on peut ainsi construire de cette façon, au moyen des 
cinq premières; elles sont assujetties à une condition, puis- 
que celles d'entre elles qui admettent un couple de points 
conjugués en admettent un autre distinct du premier, et 
nous énoncerons le théorème suivant : 

THÉOAEME. — Si 1*071 combtne deux à deux, de dix 
manières différentes, cinq coniques quelconques, et que 
Von construise les dix coniques qui passent par les points 
d'intersection de deux d'entre elles et admettent un même 
couple de points conjugués, ces dix courbes appartiennent 
à un même système du troisième ordre. 

35. Parmi les courbes de ce système, il y aura un sys- 
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téme du troisième ordre d'hyperboles équilatères, dont 
quatre courbes seront les quatre hyperboles équilatères 
qui passent par les points d'intersection des coniques 
[C,C], [C,C"], [a',C"] et [C^C'"]5 et un réseau de 
cercles que l'on pourra construire en se donnant deux 
couples de points conjugués situés à l'infini, dans des di- 
rections perpendiculaires-, soient PtQi et P,Qt ces deux 
couples déterminant ainsi implicitement les points circu- 
laires de l'infini, il suffira de construire d'abord les quatre 
coniques P|Qt[C,C'], P,Q,[C',e], P,Q,[C',Cn et 
PiQi [C'",C'] -, trois des coniques qui admettent le couple 
P«Qi5 et qui passent par les points d'intersection de ces 
quatre courbes prises deux à deux, seront des cercles, puis- 
qu'elles seront à la fois conjuguées aux deux couples Pi Qi 
et PiQî, et appartiendront au système du quatrième ordre, 
puisqu'elles appartiennent au système du troisième ordre, 
déterminé par les quatre.coniques précédentes (28), lequel 
fait lui-même partie du système du quatrième ordre (34). 

On résoudrait de la même façon tous les problèmes rela- 
tifs à ce système, et dans lesquels il s'agirait de construire 
des coniques au moyen de points ou de couples de points 
conjugués. 

36. Problème. — Construire un système de deux droites 
formant conique d'un sjstème du quatrième ordre. 

On pourra d'abord se donner une des deux droites et un 
point de l'autre droite, puisque cette conique est déjà assu- 
jettie à deux, conditions qui sont de faire partie du système 
et d'être un système de deux droites. Soient A et B les 
points d'intersection de la droite donnée et d'une conique 
quelconque du système ^ toutes les coniques du système qui 
passent par ces deux points forment un réseau à deux 
points communs, que l'on pourra déterminer par trois de 
ses courbes (35), et dans lequel on pouiTa construire le 
point Q (23), puisque l'on connaît les deux points A et B. 
La droite qui joindra le point donné à ce point Q formera. 
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avec la droite donnée, une conique (|ui fera partie du ré- 
seau (25), et, conséquemment, du système du quatrième 
ordt'e. On peut même dire qu'une droite quelconque pas- 
sant par le point Q forme avec la droite donnée conique 
du réseau (25). 

Ce point Q serait donc le même, quels que soient les deux 
points Â et B sur la droite donnée *, nous en verrons la rai- 
son géométrique ( i 1 9 ) . 

La recherche de ce point exige la détermination par 
points de cinq coniques, car, si Â et 6 sont les points d'in- 
tersection de la droite donnée avec la conique C"'^', il faudra 
construire les coniques A[C.C'], A[C'.C''] et A[C''.C"'], 
qui, avec C", détermineront un système du troisième 
ordre, dans lequel les coniques B[A(C.C').A(C'.C'')] et 
B[A(C'.C'').À(C''.C")] détermineront avec C'''^ le réseau 
cherché. Dans ce dernier, on pourra trouver le point Q, 
puisqu'on connaît les points A et B. 

37. Ici se termine ce que nous avons à dire sur les sys- 
tèmes ponctuels; l'on peut, comme nous» l'avions annoncé, 
remarquer que leur étude, outre qu'elle était nécessaire 
pour les applications que nous en ferons, nous a permis de 
résoudre des problèmes, consistant à construire une co- 
nique dont on connaît cinq éléments, points ou couples de 
points conjugués, problèmes que nous avions déjà résolus 
lorsque ces éléments sont donnés directement, nous a per- 
mis de les résoudre dans le cas beaucoup plus général où ils 
sont donnés implicitement, par exemple, quatre points par 
Tintersection de deux coniques dont on connaît les élé- 
ments, trois ou deux couples par trois ou quatre coniques 
auxquels ils sont communs et également déterminées. Nous 
reviendrons sur ces systèmes à propos de la condition poney 
tuelle la plus générale. 
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DES SYSTÈMES TANGENTIELS. 



DU SYSTEME TANGEWTIEL DE PREMIER ORDRE, OU FAISCEAU 

TAWGENTIEL. 

Equation générale en coordonnées tangentielles: 

XC + pC'=o. 

38. Nous allons passer maintenant à Tétude des systèmes 
tangentiels ^ nous y retrouverons toutes les propriétés cor- 
relatives des précédentes, par voie de dualité, ce qui nous 
permettra d'abréger un peu. 

Un système tangentiel du premier ordre, ou faisceau 
tangentiel est Tensemble des coniques tangentes à quatre 
droites. D'après le théorème corrélatif de celui de Desargues- 
Sturm, les tangentes menées à ces courbes d'un même 
point quelconque forment un faisceau en involution, dont, 
par suite, les rayons doubles sont un système de droites 
conjuguées communes à toutes ces coniques \ et Ton verrait, 
par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait 
pour le faisceau ponctuel (9), que, réciproquement, toutes 
les coniques qui admettent quatre couples distincts de 
droites conjuguées ont quatre tangentes communes. Trois 
couples distincts en entraînent également une infinité, 
ainsi que nous le verrons plus loin ; enfin, deux couples en 
entraînent un troisième, ainsi que cela résulte du théorème 
suivant : 

THÉORÈME. — Si les deux couples de côtés opposes 
d'un quadrilatère sont conjugues par rapport à une 
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conique, les diagonales sont aussi conjuguées par rap" 
port à cette courbe (*). 

39. D résulte de la réciproque précédente : 

I® Que toutes les coniques qui ont trois tangentes 
communes et un système de droites conjuguées com-^ 
munes ont une quatrième tangente commune. 

Soient abc le triangle des trois tangentes , et P, Q les 
deux droites conjuguées : on obtiendra la quatrième tan- 
gente en joignant un sommet c du triangle au point d 
d'intersection de P et Q, prenant la conjuguée harmo- 
nique de cd par rapport à P, Q, et son point d'intersec- 
tion e avec le côté ab ^ on déterminera ainsi trois points e, 
y, g^ qui seront en ligne droite sur la tangente cherchée ^ 
d*où ce théorème : 

THÉORÈME. — Etant donnés un triangle et un faisceau 
en ini^olution linéaire, les trois points situés respectis^e^ 
ment à l'intersection de chaque côté du triangle et du 
rayon de V inv^olution conjugué de celui qui passe par le 
sommet opposé, sont en ligne droite. 

40. Corollaire. — Si les droites P et Q sont les asymp- 
totes d'un cercle, le premier énoncé devient le suivant : 

Toutes les coniques qui sont tangentes à trois droites^ 
et qui sont vues d'un point donné sous un angle droit, 
admettent une quatrième tangente commune. 

On sait que le lieu des points d'où Ton voit sous un angle 
droit une conique donnée est un cercle concentrique à la 
courbe, et dont le carré du rayon est égal à la somme des 
carrés de ses demi-axes ('). Comme nous aurons souvent 
ce cercle à considérer, nous lui donnerons le nom de cer- 
cle orthoptique de laconique (de opôos, droit, et oTtrofiat^ 
je vois). Les cercles orthoptiques des deux coniques qui 



(*) Hessb, De curvis et iuperficiehus secundi ordinis {^Journal de CreUe^ 
t. XX, p. 3oi ; 1840). 
{*) Voici une démonstration géométrique « très-simple, de cette pro- 
riété : supposons, par exemple, que la courbe soit une ellipse, et soit M m» 
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définissent un faisceau tangentiel se couperont donc en 
deux points, d'où les couples de tangentes issues à ces deux 
courbes seront rectangulaires, et comme les tangentes 
issues de chacun de ces points à toutes les courbes du fais- 
ceau sont en involution, il en résulte que tous les autres 
couples sont également rectangulaires. La réciproque du 
théorème précédent est donc aussi vraie, et peut s'énoncer 
ainsi : 

// existe deux points [réels ou imaginaires) d'oii l'on 
"voit, sous un angle droit, toutes les coniques tangentes à 
quatre droites données. 

Nous leur donnerons le nom de sommets orthoptiques 
du faisceau. 

point d'où on la voit sous un angle droit (Jig, 7 ) ; soient AB la corde de 

Fig. 7. 
M 




contact, O le centre et a\ V les demi-diamètres conjugués parallèles à DM 
et à AB; on a 



a" 



OM = 01 H- IM = ;r^ -H IM ; 



mais Tangle M étant droit, 

IM = lA = —, y a'* — 01 {Sections coniques, p. 1 a4 ), 



a' 

a'* 



ou, en remplaçant 01 par jrr^ t 



Remplaçant IM par cette valeur, et simplifiant, il reste 

Ôm' = «'• H- b'* = «*-+- *•. c. 0. F. ». 
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Nous reviendrons plus loin (87) sur cette propriété re- 
marquable et sur ses conséquences ( ' ) . 

Les trois diagonales du quadrilatère des quatre tangentes 
pouvant être regardées comme des coniques du faisceau, 
nous retombons ainsi sur ce théorème connu : 

Les cercles ayant pour diamètres les trois diagonales 
d'un quadrilatère complet ont même àxc radical. 

41 . 7,^ Que toutes les coniques qui ont deux tangentes 
communes et deux couples de droites conjuguées com- 
munes admettent deux autres tangentes communes. 

Pour les construire, on se donnera une troisième tan- 
gente passant parle point d'intersection des deux droites for- 
mant un des couples donnés (*), on en conclura une qua- 
trième tangente passant par lé même point, et Ton pourra 
en construire une cinquième tangente au moyen de trois 
de ces quatre tangentes et du second couple (39) .• En chan- 
geant la troisième tangente, on construira de la même 
façon une seconde conique, qui aura avec la première les 
deux tangentes communes données et les deux tangentes 
communes cherchées. 

42. 3® Que toutes les coniques qui ont une tangente 
commune et trois couples de droites conjuguées com- 
munes admettent trois autres tangentes communes» 

On ne peut les construire linéairement^ mais on peut 

( ' ) Nous avons publié ce théorème dans les Comptes rendus de la Société 
philomathique (journal V Institut j 20 décembre i865), croyant Taroir re- 
marqué le premier. Depuis, nous l'avons rencontré dans un ouvrage de 
Plucker intitulé : Âneditisch'geometrische Entwicklungeny t. II, p. 198 ; 
i83i. Plucker Ta démontré analytiquement, ainsi que M. P. Serret(G<^o- 
métrie de directiony p. ii3; 1869). Nous ne croyons pas qu'il en existe de 
démonstration plus simple que cel!e qui le déduit immédiatement du 
théorème corrélatif de celui de Desargues-Sturm. 

Nous avions d'abord adopté l'expression orthogone {Ibid.). [Foir aussi 
Rapport sur les progrès de la Géométrie (CuAShESt p. 870 ; 1 870).] Nous l'avons 
remplacée par l'expression orthoptique, qui nous a paru plus convenable. 

(*) Pour plus de simplicité, nous appellerons ce point le sommet du 
couple. 
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construire d6u^ de ces coniques en s'eti donnant une tan- 
gente passant par les sommets de deux des trois couples 
donnés. Elles auront la tangente commune donnée et les 
trois tangentes commuftes cherchées. 

43. Problème. — Construire une conique, connaissant 
quatre tangentes et un couple de droites conjuguées. 

i^ Si les quatre tangentes sont données directement, au 
moyen des deux droites conjuguées et de trois quelconques 
d'entre elles, oh pourra construire une cinquième taugente 
de la coni(Jue (39) ; 

a** Si ce sont les tangentes communes à deux coniques 
déterminées, on connaîtra les tangentes issues du point 
d'intersectioti des droites conjuguées à la courbe cherchée \ 
elles seront les rayons conjugués communs à deux fais- 
ceaux en involution linéaire. 

44. Problème. — Construire une conique, connaissant 
trois tangentes et deux couples de droites conjuguées. 

Au moyen des trois tangentes données et de chaque cou- 
ple de droites conjuguées, on construira successivement une 
quatrième et utie cinquième tangente de la conique (39). 

45. Problème. — Construire une conique, connaissant 
deux tangentes et trois couples de droites conjuguées. 

On construira deux des coniques qui admettent ces deux 
tangentes et deux des couples donnés, en s'en donnant 
une troisième tangente (44) 5 elles détermineront un fais- 
ceau tangehtiel dans lequel on construira la conique qui 
admet le troisième couple (43). 

46. Problème. — Construire une conique, connaissant 
une tangente et quatre couples de droites conjuguées. 

Il suffira de construire une conique admettant la tan- 
gente donnée et trois couples donnés, en s'en donnant une 
seconde tangente, que Ton fera passer, pour plus de simpli- 
cité, par les «ommets de deux couples. Il en résultera une 
tangente dans chacun d'eux ; on connaîtra donc effective- 
ment quatre tangentes et un couple de droites conjuguées 
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de la conique auxiliaire^ on en construira de même une 
seconde. Ces deux courbes détermineront un faisceau tan- 
gentiel, dans lequel on construira la conique qui admet le 
quatrième couple (43). • 

47. Problîsme. — Construire une conique, connaissant 
cinq couples de droites conjuguées. 

On construira deux coniques admettant quatre des cou- 
ples donnes, en s'en donnant arbitrairement une tangente 
passant par le sommet de deux des couples *, elles détermi- 
neront un faisceau tangentiel dans lequel on construira la 
conique qui admet le cinquiène couple, solution aussi 
simple que sa corrélative. 

48. Ainsi se trouvent résolus tous les problèmes dans 
lesquels on peut se proposer de construire une conique 
déterminée par cinq conditions tangentielles telles que 
tangentes ou couples de droites conjuguées, données direc- 
tement, en entendant par condition tangentielle* toute 
condition telle, que quatre d'entre elles déterminent toutes 
les coniques qui ont quatre tangentes communes. Nous ver- 
rons plus loin quelle est la plus générale ; quoi qu'il en soit, 
comme cas particulier des précédentes, nous pouvons indi- 
quer dès à présent : i® un point du cercle orthoptique, car 
les droites qui joignent ce point aux points circulaires de 
Tinfini forment un couple de droites conjuguées^ il en ré- 
sulte que le centre et la somme des carrés des axes équi^ 
valent à trois conditions tangentielles^ 2^ un foyer, qui 
équivaut à deux conditions tangentielles, car les droites 
qui joignent ce point aux points circulaires de Finfini sont 
tangentes à la courbe ^ 3® un sommet orthoptique (40) d'un 
faisceau tangentiel équivaut à deux conditions tangen- 
tielles •, 4® la condition d'être une parabole équivaut à une 
condition tangentielle, puisque c'est dire que la droite de 
l'iniini est tangente à la courbe, d'où il résulte qu'un fais- 
ceau tangentiel n'admet en général qu'une parabole, et que 
s'il en admet deux, toutes les courbes du faisceau sont des 
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paraboles. En un mot, toutes les paraboles tangentes à trois 
droites forment un faisceau tangentîel. 

L'étude des systèmes tangentiels d'ordre plus élevé que 
le premier, c'est-à-dire des coniques satisfaisant à une, 
deux, ou trois conditions tangentielles va nous permettre 
de résoudre les mêmes problèmes que précédemment, dans 
le cas où les conditions données le sont par la connais- 
sance d'un certain nombre de coniques qui satisfont à plu- 
sieurs d'entre elles. 



DU SYSTEME TANGENTIEL DU SECOND ORDRE 
OU RÉSEAU TANGENTIEL. 

Equation générale en coordonnées tangentielles : 

^C-*-fxC'H-vC"=0. 

49. La définition du réseau tangentiel dérive du théo- 
rème d'après lequel les trois coniques tangentes à une 
droite donnée et admettant respectivement les mêmes tan- 
gentes communes que trois coniques fixes, prises deux à 
deux, admettent trois autres tangentes communes et con- 
stituent un faisceau tangentiel. On obtiendra donc un 
faisceau quelconque du réseau défini par trois coniques en 
s'en donnant arbitrairement une tangente. 

50. Théorème. — Toutes les coniques qui admettent 
trois couples distincts de droites conjuguées communes, 
forment un réseau tangentiel. 

Ce théorème se démontrerait par un raisonnement tout 
à fait analogue à celui qui concerne le réseau ponctuel (18). 

Réciproquement : 

Théorème, — Toutes les coniques d'un réseau tangen- 
tiel admettent une infinité de couples de droites conju- 
s^uées communes, dont trois sont distincts, 

51 . Le lieu du point d'intersection de deux droites con- 
juguées de ce groupe est une courbe du troisième degré, 
qui peut être définie par trois de ses points* et deux droites 
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particulières passant par chacun d'eux. C'est la Hessienne 
du réseau (*). Les trois points d'intersection d'une droite 
quelconque avec cette courbe sont les points d'intersection 
de cette droite avec les trois autres droites du plan qui 
sont tangentes à toutes les courbes du réseau tangentes à 
la première. 

Pour obtenir le troisième point d'intersection de la courbe 
et de la droite qui joint les sommets de deux des couples 
donnés, il sufiSra de construire les conjuguées harmo- 
niques de cette droite par rapport aux deux couples dont 
elle joint les sommets, de joindre leur point d'intersection 
avec le sonunet du troisième couple donné, et de construire 
la conjuguée harmonique de cette droite par rapport au 
troisième couple^ elle passera par le point cherché. 

La courbe étant définie comme nous Tavons dit, on en 
aurait donc autant de points qu'on voudrait, et Ton verrait 
qu'ils se groupent deux par deux, et que ces groupes de 
deux points sont les coniques du réseau qui sont réduites à 
deux points. D'où l'on conclut que : 

Les dix-'huit ombilics communs à trois coniques quel^ 
conques prises deux à deux sont sur une même courbe du 
troisième degré. 

Il en résulte en outre que chacun de ces systèmes de 
deux points est conjugué par rapport à chacun des couples 
de droites conjuguées dont la courbe est Je lieu des som- 
mets, d'où ce théorème : 

Théorème. — Si l'on joint cliaque point variable de la 
courbe à un point fixe pris sur elle, et quon construise la 

( * ) C'est en effet Hesse qui a démontré le premier que toute couiiie du 
troisième degré peut être considérée, de trois manières différentes, comme 
le lieu des couples de points conjugués communs d'un réseau ponctuel . 
{Journal de Crelle, t. XXXVI, p. i43), ou, ce qui revient au même, ainsi que 
nous le verrons plus loin, comme le lieu des sommets des couples de droites 
conjuguées communes d'un réseau tangentiel. Il l'a démontré analytique- 
ment, et en a déduit géométriquement un certain nombre de propriétés 
de ces courbes. 
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conjuguée Iiarmonique de cette droite par rapport au 
couple correspondant à ce point variable, toutes ces 
droites passent par un second point de la courbe, formant 
awec le premier conique du réseau. 

D*où Ton conclut que, lorsque quatre couples de droites 
conjuguées ne sont pas distincts, si Von construit les trois 
droites qui joignent le sommet de l'un d'eux à celui des 
trois autres, et leurs conjuguées harmoniques dans chacun 
de ces trois couples, ces trois dernières droites passent par 
un même point. 

Nous reviendrons plus loin sur cette courbe, qui jouit de 
propriétés si remarquables, et son étude, comparée à celle 
de la Cayleyenne d'un réseau ponctuel , achèvera de nous 
faire connaître ses curieuses propriétés. 

52. La condition pour une conique d'être vue d'un 
point donné sous un angle droit étant une condition tan- 
gentielle, il en résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Les trois coniques vues d'un point donné 
sous un angle droit et qui admettent les mêmes tangentes 
communes que trois coniques données, prises deux à deux, 
ont quatre tangentes communes. 

Si cependant les trois coniques qui définissent un réseau 
étaient vues d'un même point sous un angle droit, cela 
prouverait que les droites qui joignent ce point aux points 
circulaires de l'infini forment, avec les trois couples qui 
peuvent aussi déterminer le réseau, un système de quatre 
couples non distincts, c'est-à-dire que toutes les coniques 
du réseau sont aussi vues du point donné sous un angle 
droit. Il suffît pour cela qu'il y ait dans le réseau trois 
courbes jouissant de cette propriété et n'admettant pas 
quatre tangentes communes. 

53. La condition d'avoir pour foyer un point donné 
étant une double condition tangentielle, il en résulte qu'il 
y aura, toujours dans le réseau une conique ayant un point 
donné pour foyer; si ce point est sur la Hessienne, et que 
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les droites conjuguées qui passent par ce point ne soient 
pas conjuguées harmoniques par rapport aux droites A et B 
qui le joignent aux points circulaires de Tinfini, c'est-à-dire 
perpendiculaires, le point fera partie de la conique dont il 
est le foyer, puisqu'elle est tangente aux droites A et B et- à 
leurs conjuguées harmoniques par rapport au couple de 
droites qui se coupent en ce point •, cette conique sera donc 
réduite à deux points, et Ton aura le second point au moyen 
du théorème énoncé précédemment (51). Si au contraire 
les deux droites conjuguées sont perpendiculaires , la con- 
dition d'avoir pour foyer le point considéré cessera d'être 
double, et il y aura une infinité de courbes du réseau qui 
y satisferont^ de plus, elles formeront un faisceau, c'est- 
à-dire qu'outre le foyer commun, elles auront deux autres 
tangentes communes. 

54. La condition d'être une parabole étant une condi- 
tion tangentielle, on en conclut les théorèmes suivants : 

Théorème. — Les trois paraboles qui admettent les 
mêmes tangentes communes que trois coniques données, 
prises deux à deux, ont trois tangentes communes à dis- 
tance finie ( * ) . 

Théorème. — Toutes les paraboles d'un réseau tan^ 
gentiel ont trois tangentes communes, à distance finie. 

Et si trois courbes du réseau sont des paraboles qui 
n'aient pas trois tangentes communes, toutes les courbes 
du réseau sont des paraboles. 

55. Problème. — Construire, dans un réseau tangen- 
tiel, le faisceau déterminé par une droite. 

Il suffit de construire deux des trois coniques tangentes 
à cette droite et admettant les mêmes tangentes communes 
que les trois coniques, prises deux à deux, qui déterminent 
le réseau (49). 

Problème. — Construire, dans un réseau tangentiel, 

(*) CiiASLES, Traité des Sections coniqueSy p. aSg. 
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le faisceau détermine par un système de deux droites 
conjuguées. 

U suffit de construire deux des trois coniques conju- 
guées à ces deux droites et admettant les mêmes tangentes 
communes que les trois coniques, prises deux à deux, qui 
déterminent le réseau (43). Elles admettront les trois cou- 
ples de droites conjuguées du réseau, outre le couple 
donné, et conséquemment auront quatre tangentes com- 
munes (38). 

De la solution des problèmes précédents, on conclut 
celle des suivants : 

Construire une conique d'un réseau tangentiel, con- 
naissant : 

I ** Deux tangentes, 

2° Une tangentje et un couple de droites conjuguées, 

i^ Deux couples de droites conjuguées, 
problèmes déjà traités, dans le cas où les trois coujdes 
de droites conjuguées du faisceau sont donnés directement 

(45, 46,- 47). 

Si les deux tangentes données sont imaginaires, la solu- 
tion du premier de ces problèmes n'est pas applicable -, si 
elles sont imaginaires conjuguées, on pourra remplacer 
leur connaissance par celle de deux couples de droites 
réelles conjuguées par rapport à elles ^ et Ton tombera alors 
sur le troisième problème^ Ainsi, pour construire la conique 
d'un réseau qui a pour foyer un point donné, on tracera 
par ce point deux couples de droites rectangulaires, on 
construira deux des coniques du réseau admettant Tun des 
couples-, elles détermineront un faisceau dans lequel la 
conique qui admet le second couple aura le point donné 
pour foyer, tandis qu'on n'aurait pas pu construire deux 
des coniques du réseau tangentes à la droite qui joint le 
point donné à l'un des points circulaires de l'infini. 

S6. Cas particuliers du réseau. — Toutes les coniques 
qui ont deux couples de droites conjuguées communes et 

4 
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qui sont tangentes à une droite fixe peuvent être considé- 
rées comme conjuguées par rapport à deux droites qui se 
confondent avec la tangente commune, et forment consé- 
quemment un réseau. La Hessienne du réseau se compose 
de cette droite et d'une conique dont il est facile de trouver 
cinq points, savoir : les deux points A et B où se coupent 
les deux droites de chacun des deux couples donnés, le 
point d'intersection des conjuguées harmoniques de la 
droite AB dans chacun des couples, et enfin les points dou- 
bles de Tinvolution linéaire dont deux couples de points 
conjugués sont les points d'intersection de la tangente com- 
mune avec les deux couples de droites conjuguées. Cette 
conique est donc déterminée, et les couples de droites con- 
juguées se coupant en chaque point de la courbe s'obtien- 
dront facilement, puisque à chaque point de la tangente 
commune correspond un point de la conique, formant avec 
lui* conique du réseau^ on n'aura donc qu'à mener par 
chaque point de la conique deux droites conjuguées par 
rapport à deux de ces couples de points. De plus, le rap- 
port anharmonique de quatre points de la tangente com- 
mune est égal à celui des droites qui joignent un cinquième 
point quelconque de la conique aux quatre points corres- 
pondants. Donc : 

Théorj^me, — Si une conique passe par les trois points 
de rencontre des côtés opposés d'un quadrilatère et. par 
les points doubles d'une im^olution linéaire dont deux 
couples de points conjugués sont les points d'intersection 
d'une droite fixe a\^ec les côtés opposés du quadrilatère, 
à chaque point de la conique correspond un point de la 
droite fixe, formant a^ec lui un couple de points conju~ 
gués par rapport aux trois couples de côtés opposés, et le 
rapport anharmonique de quatre points de la droite fixe 
est égal à celui des droites qui joignent un cinquième 
point quelconque de la conique aux quatre points corres^ 
pondants. 
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Enân, le théorème général énoncé plus haut (51) de- 
vient : 

Théorème. — Etant données trois coniques quelconques 
ayant une tangente commune, elles ont, deux à deux, 
dix-huit ombilics communs, dont neuf sont situés sur la 
tangente commune; les neuf autres sont sur une même 
conique. 

Si la tangente commune est la droite de Tinfini, le théo- 
rème devient : 

Les neuf ombilics communs, situés à distance finie, de 
trois paraboles quelconques , prises deux à deux, sont 
sur une même conique, 

57. Si toutes les coniques du réseau ont deux tangentes 
communes, on a un second cas particulier de ce système. 
La Hessienne se réduit alors à trois droites qui sont les 
deux tangentes communes, et la droite Q, lieu des ombilics 
des coniques du réseau prises deux à deux, ombilics qui ne 
sont pas sur les tangentes communes. Les tangentes issues 
d'un point quelconque de cette droite à toutes les courbes 
du réseau forment un faisceau en involution linéaire, dont 
deux rayons conjugués sont cette droite et celle qui joint 
le point considéré au point d'intersection des deux tan- 
gentes communes. L'enveloppe des rayons doubles, qui est 
aussi celle des couples de droites conjuguées, est une co- 
nique tangente aux deux droites données, dans laquelle le 
point d'intersection de ces deux droites a pour polaire la 
droite Q, et enfin qui est aussi l'enveloppe des tangentes à 
toutes les coniques du réseau en leurs points d'intersection 
avec la droite Q. Nous passons rapidement sur ces proprié- 
tés, dont nous avons démontré les corrélatives (25). 

58. Si les deux tangentes communes sont les droites qui 
joignent un point F du plan aux points circulaires de Tin- 
fini, le réseau est l'ensemble des coniques qui ont un foyer 
commun F et qui ont un même système de droites conju- 
guées. C'est le réseau corrélatif du réseau ponctuel com- 

4- 
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posé de l'ensemble des cercles qui coupent orthogonale- 
ment un même cercle. Or nous avons fait voir qu'à des 
cercles se coupant orthogonalement correspondent par voie 
de dualité des coniques çonfocales telles que, les cercles 
ayant leurs grands axes pour diamètres respectifs, se cou- 
pent orthogonalement (*). De là résulte, comme il est 
facile de s'en rendre compte, que, si le réseau qui nous oc- 
cupe est défini par trois de ses coniques, ayant pour foyer 
le point F, on décrira les trois cercles ayant leurs grands 
axes pour diamètres et leur cercle orthogonal commun, et 
l'on obtiendra une conique quelconque du réseau, en dé- 
crivant un cercle quelconque coupant ce dernier orthogo- 
nalement, joignant son centre O au point F, et prenant le 
diamètre OF du cercle pour grand axe de la conique, 
O pour centre et F pour foyer. En outre, la conique enve- 
loppe des couples de droites conjuguées sera la conique 
concentrique au cercle orthogonal commun, et s'en dédui- 
sant de la même façon. 

59. La propriété relative au cercle ayant pour diamètre 
le grand axe d*uiie conique, pourra souvent être utile dans 
la solution des problèmes résolus plus haut (45), dans le 
cas où deux des conditions données seront un foyer. Sup- 
posons, par exemple, qu'il s'agisse de construire une co- 
nique ayant un point F pour foyer, et conjuguée à trois 
couples de droites ^ le problème corrélatif consiste à con- 
struire un cercle conjugué à trois couples de points : c'est 
le cercle orthogonal aux trois cercles ayant pour diamètres 
les segments formés par ces couples de points. A l'un de 
ces cercles correspond, par voie de dualité, la conique 
ayant pour foyer le point F, pour directrice la polaire de 
ce point par rapport à l'un des couples de droites, et tan- 
gente à ces deux droites; le cercle, ayant pour diamètre son 
grand axe, est immédiatement connu, puisque deux de ses 

(') IVoux'clies Annales de Mathématiques y 5* série, t. V, p. i45. 
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points sont les pieds des perpendiculaires abaissées du 
point F sur ces deux droites, et que la directrice connue 
est aussi, par rapport à lui, la polaire .du point F. On en 
tire donc la solution suivante. On construira trois cercles, 
ainsi qu'il suit, au moyen de chacun des trois couples ; du 
point F on abaissera une perpendiculaire sur chaque droite 
du couple ; le cercle passera par les pieds des deux perpen- 
diculaires, et la polaire du point F sera la même par rap- 
port au cercle que par rapport au couple de droites. On 
construira ensuite le centre radical de ces trois cercles, et 
la conique cherchée aura ce point pour centre, le point F 
pour foyer, et sera doublement tangente, suivant le dia- 
mètre OF, au cercle orthogonal aux trois premiers. 

DU SYSTÈME TANGENTIEL DU TROISIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées tangcntielles : 

^C -f- fxC + vC" -f- pC = o. 

€0. Le système tangentiel du troisième ordre peut se dé- 
finir par quatre coniques C.C'.C'.C'''^ n'appartenant pas k\ 
un même réseau. Aux deux réseaux [C . C. C"] , [C C". C^^] 
correspondent deux Hessiennnes qui ont neuf points com- 
muns,, de chacun desquels on peut mener, aux courbes de 
chaque réseau, des tangentes formant une involution (51). 
Parmi ces neuf points communs, il y en a six qui sont les 
ombilics communs aux deux coniques C'etC'qui font par- 
tie des deux réseaux. Les tangentes issues de l'un de ces six 
points aux courbes des deux réseaux forment deux involur 
tions qui n'ont que deux rayons conjugués communs, savoir 
les deux tangentes communes menées par ce point aux deuxi 
coniques C et C'% et qui, par conséquent, ne coïncident 
pas nécessairement, tandis que pour les trois autres points, 
les deux involutions coïncident, puisqu'elles ont deux 
couples de rayons conjugués commune, qui sont les tan- 
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gentes menées aux coniques C et C"\ D'où ce théorème : 
Théorème. — Il y a trois points d'où ion peut mener 
à quatre coniques quelconques huit tangentes en ins^olution. 
En un mot, ces courbes admettent trois couples de droites 
conjuguées, mais Tun d'eux résulte des deux autres, con- 
formément au théorème énoncé plus haut (38), et ces trois 
points sont les points de rencontre des côtés opposés d'un 
quadrilatère et le point de rencontre des diagonales. 

61. U est inutile d'insister sur la construction d'une 
courbe quelconque du système \ on pourra s'en donner soit 
trois tangentes, soit deux tangentes et un couple de droites 
conjuguées, soit une tangente et deux couples, soit trois 
couples. Elle donne lieu aux théorèmes suivants, dont le 
second est connu. 

Théorème. — Les six coniques qui admettent les mêmes 
tangentes communes que quatre coniques quelconques, 
combinées deux à deux et qui admettent un même couple 
de droites conjuguées, ou sont tangentes à une même 
droite, appartiennent à un même réseau. 

Théorème. — Si Von joint un point quelconque aUx 
points de rencontre des côtés opposés et des diagonales 
d'un quadrilatère complet, les conjuguées harmoniques 
de chacune de ces droites, par rapport au couple de côtés 
opposés correspondant, passent par un même point. 

62. Il y aura dans le réseau une infinité de courbes 
ayant pour foyer un point donné ^ elles formeront faisceau, 
c'est-à-dire qu'en outre elles auront deux tangentes com- 
munes. Les cercles ayant leurs grands axes pour diamètres 
auront même axe radical, et formeront un système ortho- 
gonal aux trois cercles ayant même axe radical, et déduits, 
comme nous l'avons expliqué plus haut (59), des trois cou- 
ples de droites conjuguées à toutes les courbes du système. 

Toutes les courbes du système, vues d'un point donné 
sous. un angle droit, formeront un réseau déterminé par 
trois quelconques des six coniques satisfaisant à cette con- 
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dit ion, et admettant les mêmes tangentes communes que 
les quatre coniques données prises deux à deux. 

Toutes les paraboles du système formeront un réseau, 
et si quatre courbes du système sont des paraboles, toutes 
les autres seront aussi des paraboles. 

63. Ce système donne lieu égaleipent à des cas particu- 
liers. Toutes les courbés du système étant en effet conju- 
guées par rapport a trois couples de droites qui sont les 
couples de côtés opposés et les diagonales d'un quadrila- 
tère, on peut concevoir que la droite AB {fig* 8) vienne 

Fig. 8. 




se confondre avec la droite CD, auquel cas les diagonales 
se confondent avec la même droite, et Ton a Tensemble 
des coniques tangentes à une droite et conjuguées au cou- 
ple FAC, FBD. Si, dans la même hypothèse, les droites du 
dernier couple viennent à se confondre, on a toutes les 
coniques tangentes à deux droites. 

Enfin, si les deux droites qui se confondent sont des 
côtés du quadrilatère n'appartenant pas au même couple, 
la droite qui en résulte étant k la fois conjuguée par rap- 
port à deux autres est la polaire de leur point d'intersec- 
tion, et l'on a l'ensemble des coniques par rapport aux- 
quelles une droite a pour pôle un point donné. L'on voit 
donc que, dans ce cas particulier, le système peut être con- 
sidéré soit comme ponctuel, soit comme tangentiel (32). 

La recherche du point qui forme avec un point donné 
conique du système, est analogue à la corrélative (33). 
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DU SYSTÈME TAMGENTIEL DU QUATRIEME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées tangentielles : 

>C 4- pC + vC" -h pC" H- nC'" = o. 

64. Le système du quatrième ordre sera déterminé par 
cinçj coniques n'appartenant pas à un même système du 
troisième ordre. La construction d'une courbe quelconque 
du système résulte du théorème suivant, à la démonstra- 
tion duquel nou6 ne nous arrêterons pas : 

Théorème. — Les dix coniques qui admettent les mêmes 
tangentes communes que cinq coniques quelconques prises 
deux à deux et qui admettent un même couple de droites 
conjuguées ou qui sont tangentes à une même droite, 
appartiennent à un même système tangentiel du troi- 
sième ordre. 

Toutes les courbes de ce système, comme celles du sys- 
tème ponctuel correspondant (34) satisfont à une condi- 
tion commune, dont nous trouverons plus loin (93) Tex- 
pression géométrique. 

On construirait deux points formant conique du sys- 
tème par une construction analogue à la corrélative (36). 
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CHAPITRE IV. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONIQUES EN INVOLUTION. 

CAS PARTICULIERS. 



65. Théorème. — lue. carré de la puissance du centre 
dune conique par rapport au cercle conjugué à un trian- 
gle circonscrit est égal à la somme des carrés de ses 
demi-axes. 

Nous aurons à nous servir de cette proposition, qui n'est 
autre que le théorème de Steiner un peu modifié, sur le 
lieu des centres des coniques inscrites à un triangle et dont 
la somme des carrés des axes est constante : c'est pourquoi 
nous avons cru bon d'en donner la démonstration suivante : 

Soit ABC {fig: 9) un triangle circonscrit à une conique^ 

Fig. 9. 
c 




coupons-le par une quatrième tangente quelconque abc\ 
par rapport au cercle conjugué au triangle ABC, A est 
le pôle de BC, donc les points A et a sont deux poitits 
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conjugues, de même B et A, C et c* ; par suite, les cercles 
ayant pour diamètres les segments A a, BA, Ce, coupent 
orthogonalement le cercle conjugué au triangle ABC (20). 
Mais ces trois segments sont les diagonales du quadri- 
latère des quatre tangentes considérées, les cercles dont 
ils sont les diamètres ont donc même axe radical (40), 
et les deux .points communs à ces cercles sont aussi com- 
muns au cercle orthoptique de la conique considérée, qui 
est inscrite dans ce quadrilatère (40). Il s'ensuit que tous 
les cercles qui coupent orthogonalement les trois premiers, 
jouissent de la même propriété par rapport à ce dernier ; 
donc le cercle conjugué au triangle ABC coupe orthogona- 
lement le cercle orthoptique de la conique considérée, ce 
qui n'est qu'une autre manière d'énoncer la proposition. 

Réciproquement : Si un cerclç C coupe orthogonalement 
le cercle orthoptique d'une conique, on peut circonscrire 
à la conique une infinité de triangles conjugués au cercle. 

Car si l'on imagine un quelconque des triangles circons- 
crits à la conique qui ont pour point de rencontre des hau- 
teurs le centre du cercle C, le cercle conjugué à ce triangle 
coupera orthogonalement le cercle orthoptique de la co- 
nique, mais, puisqu'il est conjugué au triangle, il est con- 
centrique avec le cercle C (3) ^ d'ailleurs, ces deux cercles 
ont un cercle orthogonal commun, donc ils coïncident. 



CONIQUE HARMONIQIIEME3VT INSCRITE OU CIRCONSCRITE 

A UNE AUTRE CONIQUE. 

66. On sait que lorsque six points sont les sommets de 
deux triangles conjugués à une même conique C, ils sont 
eux-mêmes situés sur une conique C (*). Il existe alors 
une certaine dépendance entre les coniques C et C d'après 

(*) GuASLEs, Traité des Sections coniques, p. 140. 
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laquelle on peut inscrire dans la conique C une infinité de 
triangles conjugués à la conique C : on peut encore Texpri- 
mer en disant que la polaire d'un point A' de la conique C 
par rapport à la conique C coupe ces deux courbes en 
quatre points B', C, B, C qui sont en proportion harmo- 
nique, de telle sorte que le triangle A'B'C inscrit dans la 
conique G est conjugué par rapport à la conique C. L'on 
dit alors que la conique C est harmoniquement circon- 
scrite à la conique C ( * ) : corrélativement, une conique est 
harmoniquement inscrite à une autre conique, lorsqu'elle 
est inscrite dans une infinité de triangles conjugués à la se- 
conde, ou encore lorsque les tangentes issues aux deux 
courbes du pôle, par rapport à la seconde, d'une tangente 
quelconque delà première sont en rapport harmonique. 
Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsqu'une conique C est harmonique- 
ment circonscrite à une conique C, la conique C est har- 
moniquement inscrite à C (*). 

Considérons en effet deux cercles O et (V de rayons R et 
R', et supposons que le cercle O' soit harmoniquement cir- 
conscrit au cercle O. Il résulte du théorème de M. Faure (5) 
que la puissance du centre du cercle O par rapport au 
cercle O'est égale à R y^. D'autre part, nous avons vu que 
lorsqu'un cercle coupe orthogonalement le cercle orthop- 
tique d'une conique, la conique est harmoniquement in- 
scrite à ce cercle (65). Si Ton applique cette proposition au 
cercle (y qui coupe orthogonalement le cercle orthoptique 
du cercle O, il en résulte que le cercle O est harmonique- 
ment inscrit au cercle O'. La proposition étant démontrée 
pour deux cercles, s'étend au moyen de la perspective à 
deux coniques quelconques. Nous dirons alors que les deux 
coniques sont conjuguées réciproques. 

(*) SuiTH) Proceedings ofthe London mathematical Society ^ n° l^» p. 85. 
C) Salmon, Sections coniques^ p. 3a6, et Cremona, Introduzione, ctc.^ 
p. 87. 



6o CHAPITRE IV. 

Corollaire. — Si un cercle et une hyperbole équila- 
tère sont conjugués réciproques, celle des deux courbes 
qui est harmoniquement circonscrite à l'autre passe par 
le centre de la seconde. 

Car la droite de Tinfîni coupe ces deux courbes suivant 
quatre points en proportion harmonique. 

67. Théorème. — Lorsque deux coniques C! et C sont 
harmoniquement circonscrites à une même conique C, il 
en est de même de toutes les coniques du faisceau ponc- 
tuel [G , G'], 

Car si Ton prend la polaire d'un des points communs 
aux coniques C' et QP par rapport à la conique C, elle cou- 
pera ces deux coniques suivant deux segments d'une invo- 
lution linéaire dont les points doubles sont ses points 
d^ntersection avec la conique C, puisque chacun de ces 
segments doit former avec ces deux points un rapport har- 
monique (66). Mais il en sera de même pour toutes les co- 
niques du faisceau ponctuel [C.C], car toutes les cordes 
déterminées dans ces courbes par cette droite sont des seg- 
ments de cette involution ; on peut donc choisir sur Tune 
quelconque de ces courbes un point, qui est un de leurs 
points communs, dont la polaire par rapport à la conique C 
coupe elle et la conique C suivant quatre points en rapport 
harmonique^ donc Tune quelconque de ces courbes est 
harmoniquement circonscrite à la conique C. 

68. De là résulte immédiatement le théorème général 
suivant : 

Théorème. — Lorsque les n coniques nécessaires à la 
détermination d'un système ponctuel d'ordre n — i sont 
harmoniquement circonscrites à une même conique C, 
toutes les coniques du système jouissent de la même pro- 
priété. 

On démontrerait d'un façon analogue le théorème corré- 
latif, savoir : 

Théorème. — Lorsque les n coniques nécessaires à la 
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détermination d'un système tangentiel d'ordre n — i sont 
harmoniquement inscrites à une même conique, toutes les 
coniques du système jouissent de la même propriété, 

69. De ces théorèmes résultent de curieuses propriétés 
d'involution. Le second des quatre théorèmes précédents 
peut en effet être considéré comme une généralisation du 
théorème de Desargues, qu'il suffit d'énoncer ainsi pour 
s'en apercevoir : lorsque deux coniques sont conjuguées à 
deux points, toutes les coniques du faisceau ponctuel 
quelles déterminent sont également conjuguées à ces 
deux points, tout en remarquant qu'une conique conjuguée 
à deux points peut être regardée comme harmoniquement 
circonscrite à la conique réduite à ces deux points, laquelle 
d'après le premier théorème (66) est de son côté harmoni- 
quement inscrite à toutes les coniques du faisceau. 

La réciproque se démontrerait absolument comme celle 
du théorème de Desargues (9), et peut s'énoncer ainsi : 

Théorème. — Toutes les coniques harmoniquement cir- 
conscrit es à quatre coniques données forment un faisceau 
ponctuel. 

D'où il résulte : 

I** Que parmi les coniques harmoniquement inscrites à 
deux coniques données il n'y en a que quatre de dictinctes, 
de même que parmi les couples de points conjugués com- 
muns (9). 

ql^ Que la condition d'être harmoniquement circon- 
scrite à une conique donnée est une condition ponctuelle, 
et c'est la plus générale que nous ayons rencontrée, car les 
cas que nous avons traités sont ceux où la conique donnée 
se réduit à un point ou à deux points. 

Corrélativement, la condition d'être harmoniquement 
inscrite à une conique donnée est une condition tangen- 
tielle, par suite toutes les coniques harmoniquement in- 
scrites à deux coniques données et dont nous venons de 
voir que quatre seulement sont distinctes, forment un sys- 
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tème tangenliel du troisième ordre, résultats compatibles 
puisqu'il faut quatre courbes pour déterminer ce système. 
D'une façon générale, en supposant qu'une conique re- 
présente un système d'ordre zéro, on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorème. — Si deux systèmes de coniques sont tels 
que chacune des courbes du premier soit Jmrmonique^ 
ment circonscrite à toutes celles du second^ chacune de 
ces dernières est harmoniquement inscrite à toutes celles 
du premier. Le premier système est ponctuel, le second 
est tangentiel et la somme de leurs ordres est égale à 
quatre (*). 

70. Suivant l'expression de M. Smith, ces coniques for- 
ment deux systèmes contrauariants. Nous dirons de plus 
que les coniques d'un même système, étant conjuguées ré- 
iîiproques (66) d'un certain nombre de coniques fixes, sont 
en involution. De sorte que nous avons à étudier les dé- 
pendances qui existent entre deux systèmes contravariants, 
dans les cinq cas fournis par le théorème précédent, et si- 
gnalés par M. Smith : 

i*' Une conique, formant système ponctuel d'ordre zéro, 
harmoniquement circonscrite à toutes les courbes d'un sys- 
tème tangentiel du quatrième ordre. 

2° Un faisceau ponctuel, contravariant d'un système 
tangentiel du troisième ordre. 

3° Deux réseaux contravariants, l'un ponctuel, l'autre 
tangentiel. 

4° Un système ponctuel du troisième ordre contrava- 
iriant d'un faisceau tangentiel. 



(*) Au moment de faire paraître ce travail, nous arons appris, par l'obli- 
'i;eance de M. Cremona, que cet important théorème, ainsi que les précé- 
dents (67), (68), étaient déjà énoncés par M. Smith. On some geometrical 
constructions {Proceedings, n** i4). C'est en eflfet a lui quMls appartiennent, 
«t c'est après avoir lu cet intéressant article que nous avons adopté les dé- 
nominations de cet auteur. 
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5^ Un système ponctuel du quatrième ordre dont toutes 
les courbes sont harmoniquement circonscrites à une même 
conique, laquelle forme système tangentiel d'ordre zéro, et 
de son côté est harmoniquement inscrite à cinq coniques 
données. 

Ces cinq cas constituent Tensemble de la théorie des co- 
niques en involution, à laquelle conduit celle de l'involu- 
tion plane, et qui est la généralisation des propriétés des 
segments en involution linéaire. 

On voit que l'étude des différents systèmes avait sa place 
marquée devant elle, et qu'elle en constitue un cas parti- 
culier. 

7i . Avant de passer en revue les différents cas que nous 
venons d'exposer, nous étudierons plus spécialement celui 
où l'involution est circulaire, c'est-à-dire où les courbes 
harmoniquement inscrites ou circonscrites sont des cercles. 
Ainsi arriverons-nous plus facilement à trouver les rela- 
tions qui existent entre les éléments au moyen desquels on 
peut déterminer deux faisceaux contravariants. 



CAS PARTICULIER OU LA CONIQUE HARMONIQUEMENT INSCRITE 

EST UN CERCLE. 

72. On peut toujours inscrire dans une conique une in- 
finité de triangles ayant pour point de rencontre des hau- 
teurs un point donné P; si l'on considère l'un d'eux, la 
conique est harmoniquement circonscrite au cercle ayant 
pour centj'e le point P et pour rayon la puissance du trian^ 
gle (3), puisque le triangle est conjugué à ce cercle. Si 
Ton en considère un second, sa puissance sera la même, 
car si elle différait de la première, la conique serait harmo- 
niquement circonscrite à une infinité de cercles concentri- 
ques au premier, ce qui est impossible, le point P étant 
quelconque. On peut donc dire que : 
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Théorème. — Tous les triangles inscrits dans une co- 
nique et ayant pour point de rencontre des hauteurs un 
point donné, ont même puissance. 

Tous ces triangles forment une învolution plane circu- 
laire ; si le cercle triple est imaginaire, et si par son centre 
on élève sur le plan de Tinvolution une perpendiculaire 
égale à la puissance géométrique, de l'extrémité de cette 
perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle 
tous les triangles de Tinvolution, conjugués au cercle et 
inscrits dans la conique (3). C'est pourquoi nous donne- 
rons le nom de puissance orthoptique de première espèce 
par rapport à la conique à cette longueur qui est fixe pour 
chaque point du plan, et qui est la puissance commune de 
tous les triangles inscrits dans la conique et dont ce point 
est le point de rencontre des hauteurs. 

73. Du théorème précédent, on conclut immédiatement 
le suivant : 

Théorème. — Si Von peut mettre sur un cône du se- 
cond degré les arêtes d'un trièdre trirectangle, on peut 
en mettre une infinité. 

Car si l'on coupe le tout par un plan, ce trièdre est coupé 
suivant un triangle inscrit dans la conique d'intersection et 
ayant pour point de rencontre des hauteurs la projection 
sur le plan sécant du sommet du cône. Tous les triangles 
qui satisfont aux mêmes conditions , ayant même puis- 
sance (72), sont vus du sommet du cône sous un angle 
trièdre trirectangle. Nous dirons alors que le cône est éqûi- 
latère de première espèce (*). 



(*) Nous avons déjà proposé cette dénomination (Journal V Institut , 
so décembre i865; Comptes rendus de la Société philomathique). 
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DE LA PUISSANCE ORTHOPTIQUE DE PREMIÈRE ESPÈCE 
d'un POINT PAR RAPPORT A UNE CONIQUE. 



74. Si un triangle ABC (fig- lo) est inscrit dans un 




cercle, et si le point 1 est le point de rencontre des hau- 
teurs^ on a 

IF = FD, 

d'ailleurs la puissance orthoptique p de ce point est 
égale à ^lÂ.lF^ la longueur / de la tangente issue de ce 
point est égale à ^lA.lD ou à ^Ax a IF, d'où l'on con- 
clut que l = p ^. Donc : 

Théorème. — La puissance orthoptique d'un point par 
rapport à un cercle s obtient en divisant par yâ la lon- 
gueur de la tangente issue de ce point (*). 

Elle est nulle pour les points du cercle, imaginaire pour 
les points intérieurs. Dans ce dernier cas, sa longueur géo- 
métrique est égale à l'ordonnée de la sphère dont le cercle 

serait un grand cercle, divisée par ^, et de l'extrémité de 
cette ordonnée ainsi réduite, on voit sous un angle triè- 
dre trirectangle les triangles de l'involution correspon- 
dante (72). 



(*) Aussi, lorsqu'il s'agira de la puissance orthoptique d'un point par 
rapport il un cercle, n'omettrons-nous jamais le mot orthoptique. 

5 



CHAPITRE IV. 



Théorème. — La puissance orthoptique d'un point 
par Rapport à une conique est égale à la racine carrée 
du produit des segments comptés à partir du point sur 
une perpendiculaire à une asymptote jusqu'aux points 
d'intersection de cette droite ai^ec la courbe. 



Fi{j. 1 1 . 

\ 
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\ 
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Soit p [fig- 1 1) la puissance d'un jx)int M, on a 

^» = MA.MB^ 

car si C est le point à l'infini sur l'asymptote, on voit que 
le triangle ABC, inscrit dans la courbe a pour point de 
rencontre des hauteurs un point quelconque de la droite 
AB. Si M est ce point, la puissance du triangle est égale à 

v/MA.MB. 

Il en résulte que, dans tous les cas, cette puissance est 
nulle si le point est sur la courbe. Si la courbe est dans 
l'angle obtus des asymptotes, les deux segments sont comp- 
tés dans le même sens pour un point situé à l'intérieur de 
la courbe, et la puissance est réelle \ imaginaire dans le cas 
contraire. Si la courbe est dans l'angle aigu, comme sur la 
figure, c'est le contraire qui a lieu. 

Si la courbe est une parabole dont les asymptotes quoi- 
que à l'infini ont une direction déterminée, le théorème de- 
vient : 

La puissance orthoptique d'un point par rapport à une 
parabole est égale à la racine cannée du produit des seg- 
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menu comptés à partir dû point sur une perpendiculaire 
à Vaxe, jusqu'aux points d' intersection de cette droite 
avec la courbe. 

Fig. iQ. 







On a ifig' 12) 

d'où Von couclut que la puissance est réelle pour les points 
situés à Textérieur de la courbe, imaginaire dans le cas 
contraire. Pour les points situés à Tintérieur de la courbe, 
îl est visible que la puissance géométrique est égale à l'or- 
donnée de la surface engendrée par la révolution de la pa- 
rabole autour de son axe. 

Enfin dans le cas de Tellipse le théorème subsiste tou- 
jours par continuité, bien que n'ayant plus de représenta- 
tion graphique. La courbe sépare donc toujours les points 
du plan dont la puissance est réelle de ceux pour lesquels 
elle est imaginaire, et il est facile de voir par des cas parti- 
culiers qu'elle est imaginaire pour les points intérieurs, 
réelle pour les points extérieurs, que, par exemple, la puis- 
ai 

sance du centre est égale à / ^ . ^ — i ( * ) . 

( * ) L'analyse fait voir que 
«tant l'équation de la courbe, la puissance du point (a» /3) est égale à 



\/' 



5. 
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Si la courbe est une hyperbole équilatère, le théorème 
fait voir que la puissance d*un point est infinie si le point 
n'est pas sur la courbe, indéterminée dans le cas contraire. 
Elle est égale à l'ordonnée d'un cylindre droit ayant la 
courbe pour base, ce qu'on peut encore traduire en disant 
qu'il est impossible d'inscrire dans une hyperbole équila- 
tère un triangle dont le point de rencontre des hauteurs ne 
soit pas sur la courbe, ce qui est conforme au théorème 
connu ( H ) . 

76. Théorème. — Le lieu des pieds des perpendicu- 
laires abaissées d'un point S sur les cordes d'une conicjue 
vues de ce point sous un angle droit est un cercle. La 
puissance orthoptique du point S par rapport à la conique 
est égale à la longueur de la tangente menée du point S 
à ce cercle. 

Pour démontrer cette proposition, considérons un angle 
droit dont le sommet soit en S et abaissons du point S des 
perpendiculaires sur les quatre côtés du quadrilatère com- 
plet ABCD, A, B, C, D étant quatre points pris deux par 

Fig. i3. 




deux sur les côtés de l'angle. Soient a, b, c, d les pieds de 
ces perpendiculaires. Nous allons faire voir que ces quatre 
points sont sur un même cercle. On a, en effet (fig- i3), 

abc = a*'' — ykba -i- HècJ. 
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Or les quadrilatères inscriptibles ASab^ BSbc donnent 

Aba = ASa et BAc = BSc, 
donc 

{ abc=: 1^^— f^-H éSc] 

] r /^l ^'^ 

On a, de même dans les quadrilatères inscriptibles C&cd^ 
DSarf 



et 



Cac ou Caa -4- arfc = 2*'' — CSo 



Daa ou D ac Hr aac :;;=; a***^ -^ DSa. 



Ajoutant 

/^ /\ /\ 

Caa -V Drfc -H aflac 

ou 

2^4- ^ = 4'*-— [cS^-hDS^] =4^''— [i'''--}-aSc]î 
d'où 
(a) adc^zzi^' — aSc. 

Coxaparant les égalités (i) et (2), on voit que les. angles 
apposés du quadrilatère abcd sont supplémentaires, et pa,r 
conséquent il est inscriptible. 

Si Ton considère toutes les coniques qui passent par Içs 
quatre points A, B, C, D, deux de ces coniques sont les 
couples de droites AD, BC et AB, CD. Les puissances, or- 
thoptiques du point S par rapport à ces deux couples de 

droites sont respectivement ^Sa.Sf et ^Sb,Sg (IS). Or il 
est facile de faire voir que les points y* et g sont situés sur 
le cercle circonscrit au quadrilatère abcdj car on a 

afc = CSf^ SCJ\ 
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or 

parce que ces deux angles ont leurs côtés perpendiculaires ; 
donc 

a/c=.CS/-4- BSc=: !'''•— aSc. 

L'angle afc est donc aussi supplémentaire de l'angle abc 
en vertu de Tégalité (i) et le point /est sur le cercle^ de 
même pour le point g. 

Il en résulte que deuic coniques du faisceau ponctuel 
ABCD sont harmoniquement circonscrites au cercle ayant 
pour centre le point S et orthogonal au cercle abcd, 
puisque, par le fait même qu'un point a une certaine puis- 
sance par rapport à une conique, la conique est harmoni- 
quement circonscrite au cercle ayant pour centre ce point 
et pour rayon cette puissance (72). 

Par suite, toutes les coniques du faisceau sont aussi har- 
moniquement circonscrites à ce cercle (67), c'est-à-dire que 

le produit ^Sa.Sf^ ou bien la longueur de la taiigente me- 
née du point S au ëercle abcd est aussi la puissance du 
point S par rapport à toutes les coniques du faisceau. 

En outre, la polaire du point S^ qui est la même par rap- 
port à toutes les coniques du faisceau puisque le point S est 
un sommet de leur triangle conjugué commun SIF, sera 
aussi la même par rapport au cercle abcd, puisque deux 
des cordes communes à ce cercle et à la conique AIC, par 
exemple, passent par le point S : ce sera la droite IF. 

Pour une conique quelconque du faisceau, les- cordes 
communes à cette courbe et au cercle abcd^ cordes passant 
par le point S, seraient les perpendiculaires abaissées du 
point S sur les asymptotes de la courbe, car chacun des 
points d'intersection de l'une de ces perpendiculaires avec 
la conique est un point du lieu, ce qui fait voir encore que 
la puissance du point S par rapport à la conique, qui peut se 
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mesurer sur Tune de ces perpendiculaires (75), est égale à 
la longueur de la tangente menée du point S au cercle abcd. 

Supposons maintenant que Ton ait une conique fixe et 
que les points A, B, C, D soient les points d'intersection 
des côtés de l'angle S avec la conique pour une position de 
cet angle tournant autour du point S. Pour chaque position 
de l'angle, le cercle correspondant sera un cercle par rap- 
port auquel le point S a une puissance et une polaire don- 
nées ^ savoir : la puissance orthoptique et la polaire du 
point S par rapport à la conique fixe, c'est-à-dire que le 
cercle ne variera pas et que pour toutes les positions de 
l'angle S, le lieu des points a, A, c, d sera un cercle coupant 
orthogonalement le cercle décrit du point S comme centre 
avec un rayon égal à la puissance du point S par rapport à 
la conique, c. q. f. d. 

De plus, l'axe radical de ces deux cercles, qui est la po- 
laire du point S par rapport au cercle abcd^ sera aussi sa 
polaire par rapport à la conique, et le cercle abcd aura avec 
la conique deux cordes communes passant par le point S et 
respectivement perpendiculaires sur ses asymptotes. 

Si une conique est donnée par cinq points, il suffira pour 
construire ce cercle de faire passer par le point S les cotés 
indéfinis d'un angle droit \ on en cherchera les points d'in- 
tersection avec la conique par l'une des méthodes connues *. 
et l'on abaissera sur les quatre cordes ainsi obtenues des 
perpendiculaires, dont les pieds seront sur le cercle cher- 
ché et le détermineront amplement ( * ) . 

77. La puissance orthoptique d'un point par rapport à 
une conique étant ainsi parfaitement définie par plusieurs 
propriétés du cercle harmoniquement inscrit correspon- 
dant dont ce point est le centre, et sa puissance le rayon, 
étudions la puissance d'un point par rapport à toutes les 



( *) Ce cercle n'est pas toujours réel, et il est facile de voir que lorsque le 
points est sur le cercle orthoptique de la conique, il se réduit à uu point^ 
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coniques d'un faisceau ponctuel. Si Ton considère deux 
courbes de ce faisceau, un point donné aura généralement 
des puissances différentes par rapport à elles, et Ton peut 
chercher le lieu des points d'égale puissance qui sera alors 
la même pour toutes les coniques du faisceau (67). Ce lieu 
est une courbe qui passe parles quatre points d'intersection 
des deux premières, puisque ces points ont par rapport aux 



qui est le pied de la perpendiculaire abaissée du point S {,fig* i4) ^^i* ^^ 
polaire de ce point. Par suite, il sera réel lorsque le point S sera dans 
Tune des deux régions du plan dont le cercle orthoptique est la limite et 
imaginaire dans Tautre. Si la conique est une ellipse, il sera réel pour tous 

Fig. 14. 




les points intérieurs au cercle orthoptique. Si c'est une hyperbole, pour tou» 
les points extérieurs. Si c'est une parabole, pour tous les points situéa dit 
même côté de la directrice que la courbe. 11 en résulte que, le cercle orthop- 
tique étant imaginaire lorsque l'angle des asymptotes est plus grand qu'un 
angle droit, il sera toujours réel dans ce cas. La construction que nous en 
avons donnée est toujours applicable quand il est réel. S'il est imaginaire, 
il est facile d'en construire le centre, lequel est toujours réel, et de trou- 
ver la valeur géométrique du rayon. En effet, supposons que la courbe soit 
une hyperbole et abaissons du point donné S des. perpendiculaires sur les 
asymptotes OA, OB de la courbe ; elles déterminent dans la courbe et dans 
le cercle deux cardes communes (76) dont les points milieux G et H sont 
les mômes que ceux des cordes A6, CD déterminées dans les asymptotes; 
si par ces points on mène des perpendiculaires à ces cordes, on aura le 
centre 1 du cercle en leur point d'intersection, qui est évidemment le mi- 
lieu de la droite 6D : d'où il résulte que BD est parallèle au diamètre con- 
jugué de la droite qui joint le centre de la courbe au centre I du cercle ; 
mais le point O est le point de rencontre des hauteurs du triangle SBD, 
donc SO est perpendiculaire sur BD; de sorte que si par le point O on 
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deux coniques une puissance nulle, et il ne saurait être 
autre que l'hyperbole équilatère qui passe par ces quatre 
points, car le cercle qui a pour centre un point du lieu, et 
pour rayon la puissance correspondante, étant harmonique- 
ment circonscrit à toutes les courbes du faisceau, et par 
conséquent à cette hyperbole équilatère, a nécessairement 
son centre sur cette courbe (66). 

mène une perpendiculaire à OS, le diamètre conjugué 01 de cette. perpen-» 
diculaire passera par le centre du cercle ; dans le cas de la parabole, ce 
point sera toujours sur Vaxe. D'ailleurs^ il est aussi sur la perpendiculaire 
abaissée du point S sur la polaire de ce point (76); il est donc déterminé. 
Quant au rayon, il est clair que, pour une même conique et lorsque le 
point S varie, il est proportionnel à la longueur de la tangente menée de 
ce point au cercle orthoptique, puisqu'il est nul en même temps qu^elle. 
Or il est facile de trouver la proportion, car si la courbe est par exemple 
une ellipse et qu'on prenne le point S au centre^ le rayon du cercle eor- 

Fîg. i5. 
B 




respondant est égal à OP ^fig, i5), la puissance géométrique da point O 
par rapport au cercle orthoptique est BC = ^a* -+- A*; ce rappo^rt constant 

est donc géométriquement ^779 arithmétiquement -z n; par suite, pour 

un point quelconque S situé en dehors du cercle orthoptique, le rayon 

imaginaire sera égal à / -^ r; y •— i , / étant la longueur de la tangente 

menée de ce point au cercle orthoptique. Pour une hyperbole et pour un 
point intérieur à ce cercle, le rayon serait / — jr y — i| ^ étant l'ordon- 
née de la sphère dont ce cercle serait un grand cercle. Pour la parabolei 1q 

rayon est égal à ^2^</, d étant la distance du point à la directrice. 

Remarquons enfin que, si le point S est sur la courbe, le cercle correspon- 
dant est tangent à la courbe en ce point et a pour diamètre le segment dé la 
normale compris entre ce point et le point fixe par où passent toutes les 
cordes de la courbe vues du point S sous un angle droit. Si, dans le même 
cas, la courbe est une hyperbole équilatère, il se réduit à la tangente à la 
courbe en ce point. 
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On peut donc dire que ; 

Théorème. — Le lieu des points d'égale puissance par 
rappof*t à deux courbes d'un faisceau ponctuel est V hy- 
perbole étfuilatère du faisceau. Elle est aussi la même 
par rapport à toutes les courbes du faisceau. 

Chacun des points de l'hyperbole équilatère est donc le 
centre d'un cercle harmoniquement inscrit à toutes les 
courbes du faisceau, et il n'y en a pas ailleurs. Ce sont, du 
reste, les cercles du système tangentiel du troisième ordre 
contravariant du faisceau considéré (70); on peut donc 
énoncer le théorème autrement, et dire : 

THÊoiifeME. — Le Heu des centres des cercles d'un sys- 
tème tangentiel du troisième ordre est l'hyperbole équi- 
latère harmoniquement circonscrite à quatre d'entre eux. 

78. Assujettir une conique à avoir par rapport à un 
point donné une certaine puissance, c'est dire qu'elle est 
harmoniquement circonscrite au cercle dpnt ce point est 
le centre et dont le rayon est la puissance donnée. 

La puissance d'un point équivaut donc à une condition 
ponctuelle (69) \ toutes les coniques qui ont par rapport à 
quatre points donnés des puissances données forment 
donc un faisceau ponctuel et ont quatre points com- 
muns (17). C'est ce qui résulte également de ce que nous 
venons de voir, car toutes ces courbes devront se couper 
sur l'hyperbole équilatère qui passe par les quatre 
points (77), 

On aurait donc à déterminer les n points communs aux 
coniques passant par 4 — n points donnés et par rapport 
auxquelles on connaît les puissances de n points. Nous 
n'insisterons pas sur ces problèmes qui sont analogues à 
ceux que nous avons déjà résolus (11, 13, 15) à propos 
des couples de points conjugués communs. Pour 7i= i, 
nous résoudrons d'ailleurs le problème général, dans le 
cas où la conique harmoniquement inscrite est quel- 
conque (H3). 
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79. Théorème. — Lorsqu'une conique "varie en pas- 
sant par quatre points fixes, le cercle lieu des .pieds des 
perpendiculaires abaissées d'un point donné sur les 
cordes de la conique vues de ce point sous un angle 
droit o>arie en passant par deux points fixes. 

Car si M est l'un des points d'intersection de deux de 
ces cercles, la perpendiculaire à SM menée par le point M 
interceptera dans les deux coniques correspondantes des 
cordes vues du point donné sous un angle droit \ donc ce 
point sera le sommet de Tinvolution déterminée sur cette 
droite par le faisceau de coniques considéré; donc toutes 
les autres cordes seront aussi vues du point M sous un 
angle droit, c. q. f. d. 

Si deux coniques sont données chacune par cinq points, 
on construira le cercle correspondant à chacune d'elles (76), 
et Ton aura ainsi leur axe radical. D'ailleurs cet axe radical 
est le cercle qui correspond à l'hyperbole équilatère du 
faisceau, car si par le point donné on mène deux parallèles 
à ses asymptotes, la corde interceptée est tout entière à 
l'infini, et par suite le pied de la perpendiculaire ; le rayon 
du cercle devient alors infini. 

En général, l'axe radical ne passera pas par le point 
'donné; pour cela, il faudrait qu'il eût même puissance 
par rapport à tous les cercles et par suite (76) même puis- 
sance orthoptique par rapport à toutes les coniques du 
fïiisceau', c'est-àrdire qu'il devra être sur Thjrperbole équi- 
latère du faisceau (77), qui sera ainsi le lieu des points 
tels que l'axe radical résidtant de chacun d'eux passe par 
le point dont il résulte. De plus, l'axe radical sera la tan- 
gente à l'hyperbole équilatère au point considéré, puisque 
le point eist sur cette courbe (76). 

80. Passons maintenant au réseau ponctuel. Nous avons 
vu (21) que les trois hyperboles équilatères qui passent 
par les points communs à trois coniques données prises 
deux à deux ont quatre points communs ; ces quatre 
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points auront par conséquent (77) même puissance par 
rapport à. toutes les courbes du réseau ponctuel défini par 
ces trois coniques, et Ton peut dire : 

Théorème. — Hy o, quatre points qui ont même puis- 
sance par rapport à toutes les coniques d'un réseau ponc" 
tuel. Ce sont les sommets d'un triangle et le point de 
rencontre des hauteurs. 

Aussi ne sont-ils pas distincts^ car s'ils Tétaient, les 
coniques formeraient faisceau ponctuel (78). La puissance 
de Tun d'eux peut aussi se déduire de celle des trois autres, 
car ils sont les centres des cercles qui appartiennent au 
réseau tangentiel contravariant du réseau considéré, et si 
l'on connaît trois de ces cercles^ on connaît, le centre du 
quatrième, et Ton sait qu'il appartient au réseau tangentiel 
défini par les trois premiers; il est donc déterminé, et 
nous verrons plus loin le moyen d'en déterminer le 
rayon (99). On peut aussi énoncer comme il suit le théo- 
rème précédent : 

Théorème. — // existe dans un réseau tangentiel 
quatre cercles, dont les centres sont les sommets du fais~ 
ceau ponctuel d' hyperboles équilatères appartenant au 
réseau ponctuel contravariant du réseau considéré. 

Et Ton voit qu'un réseau ponctuel peut aussi être con- 
sidéré comme l'ensemble des coniques par rapport aux- 
quelles trois points donnés ont des puissances données^ 

81. Théorème. — - Pour cliaque conique d'un réseau 
ponctuel, le cercle lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point jixe sujr les cordes de la conique 
vues de ce point sous un angle droit varie en^ coupant 
orthogonalement un cercle Jixe. 

Tous les cercles analogues ont même centre radical : 
en effet, le réseau se compose d'une infinité de faisceaux, 
dans chacun desquels tous les cercles analogues, corres- 
pondant au point donné S, ont même axe radical (79); si 
donc C, C, C" sont les trois coniques qui déterminent le 
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réseau, les axes radicaux résultant des trois faisceaux for- 
més par ces courbes considérées deux à deux ont un 
point commun C, centre radical des cercles correspon- 
dant aux trois coniques C, C, C. Ce point sera aussi 
commun à tous les autres axes radicaux ^ car si nous con- 
sidérons dans le réseau le faisceau déterminé par un point 
quelconque P, c*est-à-dire par les points communs aux 
trois coniques P [C, C], P [C, C'^ et P [C^ C] (18), les 
cercles correspondants aux deux premières passent respec- 
tivement par les points communs aux cercles correspon- 
dants aux coniques C, C et aux coniques C, C; donc leur 
axe radical, qui est celui du faisceau déterminé par le 
point P, passe aussi par le point C. 

Si le point S est un des points communs aux hyperboles 
équilatères du réseau, il sera lui-même le centre radical 
commun, et dans chaque faisceau Taxe radical correspon- 
dant sera la tangente à l'hyperbole équilatère de ce fais- 
ceau (79). 

82. Problème. — Déterminer parmi toutes les coni" 
{/lies d'un faisceau ponctuel, celle par rapport à laquelle 
un point donné a une puissance donnée. 

Le faisceau étant déterminé par deux coniques dont on 
connaît cinq points, on construira Faxe radical des cercles 
correspondants, au moyen des cercles correspondants aux 
deux coniques. Cela posé, si les points A et B communs à 
tous ces cercles sont réels, il suflSra, pour avoir le cercle 
correspondant à la conique cherchée, de trouver sur la 
droite des centres un point C tel, que la longueur CA soit 
égale à la puissance du point C par rapport au cercle 
ayant pour centre le point S donné et pour rayon la puis- 
sance donnée, problème élémentaire : le cercle décrit du 
point C comme centre avec CA pour rayon sera le cercle 
cherché. Dans tous les cas, que les points A et B soient ou 
ne soient pas réels, on obtiendra le centre du cercle cher- 
ché en décrivant un cercle quelconque coupant orthogo- 
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nalement tous ceux du faisceau {A, B] et prenant le point 
d^întersection de la droite des centres avec son axe radical 
avec le cercle S. Puisque le cercle cherché coupe ce der- 
nier orthogonalement, il est déterminé. Soit alors P un 
point quelconque de ce cercle, la perpendiculaire élevée 
sur SP au point P coupera la conique cherchée suivant 
deux points vus du point S sous un angle droit, et suivant 
deux points conjugués de Tinvolution déterminée sur cette 
droite par ses points d'intersection avec les deux coniques 
données -, ces deux points sont donc déterminés, car les 
deux involutions dont ils forment le segment commun ne 
coïncideraient que si le point P coïncidait avec l'un des 
points A et B. 

Il est facile de voir que si le point S était sur l'hyperbole 
équilatère du faisceau, la puissance donnée n'aurait pas 
d'influence. 

83. Problème. — Construire la conique d'un réseau 
ponctuel par rapport à laquelle deux points donnés ont 
des puissances données. 

Les conditions données étant ponctuelles, il sufSra de 
construire le faisceau déterminé dans le réseau par deux 
des trois coniques par rapport auxquelles un des points 
donnés a la puissance donnée et passant par les points 
d'intersection des trois coniques données prises deux à 
deux, et de construire dans ce faisceau la conique par rap- 
port à laquelle le second point donné a la puissance don- 
née (82). 

84. On pourrait ainsi multiplier à l'infini les problèmes, 
suivant que les conditions données sont des points, dés 
couples de points conjugués, ou des puissances, donnés 
directement ou par les systèmes de courbes qui y satis- 
font. Les solutions seraient analogues à celles que nous 
connaissons déjà, et ne seraient pas plus simples que celles, 
que nous donnerons dans le cas général où la conique 
harmoniquement inscrite est quelconque. Nous avons 
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voulu indiquer le premier des deux problèmes précédents, 
parce que le problème général de la construction d*une 
conique harmoniqueipent circonscrite à' cinq coniques 
données se ramène toujours finalement, comme nous le 
verrons, à celle de la conique d\in certain faisceau ponctuel 
qui est harmoniquement circonscrite à une des cinq coni- 
ques données. Or, si Tunes d'elles est un cercle, le pro- 
blème pourra alors se ramener au premier des deux pro- 
blèmes précédents, plus simple que le problème général , 
dans le cas où les deux cercles dont il exige la détermi- 
nation sont réels. 

Il n'existe pas, en général, de point par rapport auquel 
toutes les coniques dVn système ponctuel du troisième 
ordre aient la même puissance. Cela tient à ce que toutes 
ces courbes sont harmoniquement circonscrites à deux 
coniques données, et, par suite, à toutes celles du faisceau 
tangentiel qui en résulte, lequel est contravariant du sys- 
tème considéré (70). Or il n'y a pas, en général, de cercle 
dans un pareil système. 



CAS ou LA CONIQUE HARMONIQUEMENT CIRCONSCRITE 

EST UN CERCLE. 

85. On peut toujours circonscrire à une conique une 
infinité de triangles ayant pour point de rencontre des 
hauteurs un point donné P \ nous avons vu que le cercle 
conjugué à Tun quelconque de ces triangles coupe ortho- 
gonalement le cercle orthoptique de la conique (65)', tou5 
ces triangles ayant même point de rencontre des. hauteurs, 
tous les cercles conjugués sont concentriques, et comme 
ils coupent orthogonalement un même cercle, il faut qu'ils 
coïncident 5 d'où il suit que tous les triangles ont même 
puissance. Donc : 

Théorème. — Tous les triangles circonscrits à une 
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conique et ayant pour point de rencontre des hauteurs 
un point donné ont même puissance. 

Tous ces triangles forment une involution plane circu- 
laire. — Si le cercle triple est imaginaire, ce qui arrivera 
lorsque le point P sera à l'intérieur du cercle orthoptique, 
quelle que soit la nature de la courbe, et si, par son centre, 
on élève sur le plan de Tinvolution une perpendiculaire 
égale à leur puissance géométrique, de l'extrémité de cette 
perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle 
tous les triangles de l'involution conjugués au cercle et 
circonscrits à la conique (3). C'est pourquoi, nous donne- 
rons le nom de puissance orthoptique de seconde espèce 
à cette longueur qui est fixe pour chaque point du plan et 
qui est la puissance commune de tous les triangles circon- 
scrits à la conique et dont ce point est le point de rencontre 
des hauteurs. 

Il en résulte comme plus haut (73) que : 

Si l'on peut circonscrire à un cône du second degré 
les faces d*un angle trièdre trirectangle, on peut lui en 
circonscrire une infinité. 

Nous dirons alors que le cône est équilatère de seconde 
espèce. 



DE LA FUISSAIfCE ORTHOPTIQUE DE SECONDE ESPECE 
d'un point par rapport a une CONIQUE. 

86. Ce qui précède la définit suffisamment : elle est 
égale à la longueur de la tangente menée du point consi- 
déré au cercle orthoptique. Elle est donc réelle pour tous 
les points, extérieurs à ce cercle, nulle pour les points du 
cercle et imaginaire pour les points intérieurs. Dans ce 
dernier cas, sa longueur géométrique est égale à l'ordonnée 
de la sphère dont le cercle orthoptique serait un grand 
cercle (8S), et de tous les points de cette sphère on voit 
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la conique sous un cône équilatère de seconde espèce (S5). 
Aussi donnerons-nous à cette sphère le nom de sphère 
orthoptique de la conique , et dirons-nous : 

La sphère orthoptique d'une conique est le lieu des 
points de l'espace d'oà l'on voit la courbe sous un cône 
équilatère de seconde espèce. 

Si la courbe est une parabole, le cercle orthoptique de- 
vient une droite, la directrice, et la sphère orthoptique se 
réduit à un plan, qui est le plan perpendiculaire au plan de 
la courbe et dont la trace est la directrice. 

D*où il suit que lorsqu'un triangle est circonscrit à une 
parabole, la directrice passe par le point de rencontre des 
hauteurs, puisqu'elle doit couper orthogonalement le cercle 
conjugué au triangle. 

87. Nous avons vu (40) que les cercles orthoptiques de 
toutes les coniques d'un faisceau tangentiel ont deux points 
communs, d'où l'on voit conséquemment sou& un angle 
droit toutes les courbes du faisceau. Par suite, les sphères 
orthoptiques auront un cercle commun, perpendiculaire 
au plan du faisceau, et ce théorème peut s'énoncer ainsi : 

Théorème. — // existe un cercle y situé dans un plan 
perpendiculaire au plan du faisceau, et de tous les points 
duquel on voit sous un cône équilatère de seconde espèce 
toutes les coniques d'un faisceau tangentiel. 

Nous aurons à en faire usage dans les applications de 
cette théorie aux surfaces du second degré, et nous lui 
donnerons le nom de cercle orthoptique du faisceau. 
' De la définition de la puissance orthoptique (86), il 
résulte qu'un point quelconque de l'axe radical commun 
aux cercles orthoptiques du faisceau a la même puissance 
par rapport à toutes les coniques du faisceau, réelle pour 
les points situés en dehors des deux points communs, ima- 
ginaire pour les autres, et égale alors à l'ordonnée corres- 
pondante du cercle orthoptique, ce qu'on peut énoncer 

comme il suit ; 

6 
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ThAoùme. — Le lieu des points d'égale puissance 
orthoptù/ue de seconde espèce par rapport à deux coni" 
ques est l'axe radical de leurs cercles orthoptiques. Tous 
les points de cette droite ont aussi même puissance par 
rapport à toutes les courbes du faisceau tangentiel dé- 
terminé par les deux premières» 

Si de chaque point de cette droite, on décrit un cercle 
avec la puissance commune pour rayon , ce cercle sera har- 
moniquement circonscrit à toutes les courbes du faisceau, 
puisque celles-ci lui sont harmoniquement inscrites (66), 
de sorte que Ton peut dire aussi (70) : 

Le lieu des centres des cercles d'un système ponctuel 
du troisième ordre (qui est le système contravariant du 
faisceau considéré) est une droite. 

Tous ces cercles, étant orthogonaux à une série de cercles 
ayant même axe radical, ont eux-mêmes même axe radi- 
cal, qui est la droite des centres des premiers, ce qui n*est 
pas étonnant, la condition d'être un cercle étant une con- 
dition ponctuelle double (17), et, par suite, les cercles 
d'un système ponctuel du troisième ordre devant donner 
lieu à un faisceau ponctuel. 

Les cercles orthoptiques ayant même axe radical, toutes 
les coniques du faisceau, qui leur sont respectivement 
concentriques, ont leur centre sur la droite des centres des 
cercles, ce qui démontre le théorème de Newton, savoir : 

Le lieu des centres des coniques tangentes à quatre 
droites est une droite. 

Si le faisceau est donné par les quatre tangentes com- 
munes, on aura immédiatement cette droite, qui est la 
droite qui joint les milieux des diagonales, et Taxe radical 
des cercles orthoptiques sera celui des cercles ayant pour 
diamètres respectifs les trois diagonales (40). Cet axe radi- 
cal, étailt le cercle orthoptique qui se réduit à une droite, 
est évidemment la directrice de la parabole du faisceau, et 
passe conséquemment par les points de rencontre des hau- 
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tenrs des quatre triangles formés par les quatre tangentes 
consîdëpées trois à trois (86), ce qui donne une nouvelle 
manière de le déterminer et conduit au théorème suivant : 

Les quatre points de rencontre des hauteurs des trian- 
gles formés par quatre droites considérées trois à trois 
sont en ligne droite (*). 

Ces quatre triangles donnent lieu à quatre cercles cir- 
conscrits, lesquels ont un point commun, savoir le foyer 
de la parabole tangente aux quatre droites, puisque le 
cercle circonscrit à un triangle circonscrit à une para- 
bole passe par le foyer. Il s'ensuit que les quatre points 
symétriques du point commun à ces quatre cercles par 
rapport aux quatre tangentes sont en ligne droite sur l'axe 
radical des cercles orthoptiques. 

Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle, la 
puissance du centre de la conique par rapport au cercle 
conjugué au triangle est égale à la somme des carrés des 
demi-axes (65). Une conséquence immédiate ce cette pro- 
priété est le théorème de Steiner, savoir : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un 
triangle et dont la somme des carrés des axes est con^ 
stante est un cercle concentrique au cercle conjugué au 
triangle et dont le rayon est ^•4-K', p étant la puis^ 
sance du triangle, et K* la somme des carrés des demi' 
4zxes, 

Pour K = o *: 

Le lieu des centres des hyperboles équilatères inscrites 
dans un triangle est le cercle conjugué au triangle. 

Par conséquent, un faisceau tangentiel étant déterminé 
par les quatre tangentes communes, les quatre cercles con- 
jugués aux triangles formés par ces quatre droites consi- 
dérées trois à trois auront deux points communs sur la 



{') Mention, Nouvelles Annales de Mathématiques, t. V, p. i3; 18 '|6. 

• 6. 
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droite des centres, lesquels seront les centres des deux 
hyperboles équilatères du faisceau. Puisque ces quatre 
cercles font partie de la série des cercles orthogonaux aux 
cercles orthoptiques (65), leurs deux points communs 
sont les points conjugués communs aux seconds, points 
situés sur la droite des centres de ces derniers. 

S41s sont réels, les points communs aux cercles orthop- 
tiques seront imaginaires et réciproquement : et, en effet, 
c*est qu'alors les deux hyperboles équilatères sont réelles, 
et elles ne peuvent être vues sous un angle droit que de 
leurs centres respectifs. Dans le même cas, le segment de 
la droite des centres -compris entre ces deux points corres- 
pond aux hyperboles du faisceau dans lesquelles T angle 
des asymptotes qui comprend la courbe est plus ouvert 
qu'un angle droit. 

H8. Considérons maintenant un réseau tangentiel ; on 
peut voir de plusieurs façons que les cercles orthoptiques 
de toutes les courbes du réseau ont même centre radical. 
On pourrait d'abord faire un raisonnement analogue à 
celui que nous avons déjà fait pour une autre série de cer- 
cles (81). Indépendamment de cela, dans le réseau ponc- 
tuel contravariant du réseau <;onsidéré (70), il existe un 
cercle et un seul (20), et toutes les courbes du réseau tan- 
gentiel lui sont harmoniquement inscrites^ conséquem- 
ment, il coupe orthogonalement tous leurs cercles orthop- 
tiques (65) qui ont dès lors même centre radical. Enfin, 
Ton peut dire encore que toutes les paraboles du réseau 
tangentiel ayant trois tangentes communes (54), leurs 
directrices auront un point commun (86), point de ren- 
contre des hauteurs du triangle des trois tangentes, qui 
aura dès lors même puissance orthoptique par rapport à 
toutes les courbes du réseau (87), puisque dans chaque 
faisceau du réseau, la directrice de la parabole correspon- 
dante est le lieu des points d'égale puissance. On peut 
donc dire que : 
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Théorème. — Il y à un point qui a même puissance 
par rapport à toutes les coniques d* un réseau tangentiel, 
ou que : 

Théorème. — Le centre du cercle du réseau ponctuel 
contravariant d'un réseau tangentiel est le point de ren^ 
contre des hauteurs du triangle des trois tangentes com- 
munes à toutes les paraboles de ce dernier. 

Si Ton considère les sphères prthoptiques au lieu des 
cercles orthoptiques, il est évident qu'elles, auront, même 
axe radical, par conséquent : 

Théorème. — // existe dans l'espace deux points, 
réels ou imaginaires j. d'oii, l'on voit sous un cône équila^ 
tère de seconde espèce toutes les coniques d'un réseau 
tangentiel. 

Nous aurons à considérer ces deux points dans les appli- 
cations aux; surfaces de second degré, et nous l^es appelle- 
rons sommets orthoptiques du réseau (*). 

Puisqu'il existe un cercle qui est harmoniquem,ent cir- 
conscrit à toutes les courbes du réseau, le centre d'une quel- 
conque de ces courbes a pour puissance pa]r rapport à ce 
cercle la somme des carrés des demi-axes de la courbe (65), 
c'est-rà-dire que le théorème de Steiner , relatif à toutes les 
coniques inscrites dans un triangle^ peut s'appliquer à 
toutes les courbes d'un réseau tangçntiçl, et l'oiji pçut 
dire : 

Théorème. — 'Le lieu des centres de^, coniques d'un, ré- 
seau tangentiel et dont la somme des car^rés des axes est 



* (^) Ce théorème et celui qui est relatif au cercle orthopttque d'un fais- 
ceau tangentiel (87)» ne sont qu,e des cas particuliers de théorèmes plus 
généraux, relatifs aux surfaces du second degré tangentes à sept et à huit 
plans, que nous avons publiés dans les Comptes rendus de la Société philo- 
mathique de Paris (journal l'Institut^ 20 décembre i865), et que M. P. Ser- 
ret n'a pas dédaigné de s'approprier, malgré nos justes réclamations ( G^o- 
métrie de direction, p. »22 et 126; 1869). — Voir également le Rapport 
sur les progrès de la Géométrie- {CnkiLES, p. 370;! 870). 
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constante est un cercle concentrique au cercle harmonie 
quement circonscrit à toutes ces courbes, et dont le rajron 

est yjp^ H- K% p étant le rayon de ce dernier cercle et K* 
la somme des carrés des demi^axes (*). 

En particulier, pour K = o : 

Théouème. — Le lieu des centres des hyperboles équi^ 
latères d'un réseau tangentiel est le cercle du réseau 
ponctuel eontrai^ariant. 

Ce cercle est par conséquent concentrique avec le cercle 
conjugué au triangle des trois tangentes communes aux pa- 
raboles du réseau, mais il ne coïncidera pas généralement 
avec lui, conmie on pourrait le croire en remarquant que 
ce triangle^ étant circcwascrît à une infinité de coniques du 
réseau, la puissance de son point de rencontre des hauteurs 
par rapport à ces coniques doit être précisément la puis- 
sance du triangle (85). Ce raisonnement tombe de lui- 
même si Ton réfléchit que la puissance orthoptique de se- 
conde espèce d'un point par rapport à une parabole est 
infinie si le point est ailleurs que sur la directrice, indé- 
terminée dans le cas contraire. C'est la même chose qui 
arrive pour la puissanee orthoptique de première espèce 
d'un point par rapport à une hyperbole équîlatère selon 
qu'il est ou qu'il n'est pas sur cette courbe, aussi n'MTÎve- 
t-il pas généralement que l'un des points communs aux 
hyperboles équilatères d'un réseau ponctuel ait pour puis-- 
sance commune par rapport à toutes les coniques du réseau 
la puissance du triangle des trois autres dont il est le point 
de rencontre des hauteurs. 

89. Problèiis. — Construire une conique d'un fais*- 
ceau tangentiel, connaissant la puissance d'un point. 

On construira les cercles orthoptiques des deux coniques 



{*) M. P. Scpret a énoncé, clans sa Géométrie de direction^ p. i55, 1869, 
cette (Tcnéralisatioo du tbéorème de Steiner. 
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qui déterminent le faisceau, et le cercle orthoptîque de la 
conique cherchée sera celui qui a même axe radical que les 
deux premiers (40) et qui coupe à angle droit le cercle 
ayant pour centre le pdint donné et la puissance donnée 
pour rayon. Ce cercle une fois déterminé, d'un point du 
cercle on mènera des tangentes aux coniques données, les- 
quelles détermineront un faisceau en involution linéaire 
dont les rayons conjugués rectangulaires seront tangents à 
la conique cherchée. 

90. Problème. — Construire la conique d'un réseau 
tangentiel, par rapport à laquelle deux points donnés 
ont des puissances données. 

On ne peut pas se donner par rapport à une conique les 
puissances de seconde espèce de quatre points, car trois 
d'entre elles déterminent le cercle orthoptique, et les puis- 
sances de tous les autres points du plan en résultent. Néan* 
moins, la puissance d'un point est une condition tangen- 
tielle, car si l'on se donne trois de ces conditions, et une 
tangente, cette tangente donne lieu à un rectangle inscrit 
dans le cercle orthoptique qui est déterminé par les trois 
premières conditions, et circonscrit à la courbe cherchée. 
Toutes les courbes satisfaisant aux conditions données for- 
ment donc faisceau tangentiel, ce qui est le caractère de Isk 
condition tangentielle (4f8). Pour résoudre le problème 
cherché, il suffira donc de construire deux des trois eoni^ 
ques admettant les mêmes tangentes que trois des coniques 
du réseau donné, considérées deux à deux, et par rapport 
auxquelles l'un des points donnés ait la puissance donnée. 
Elles détermineront un faisceau dans lequel la conique 
cherchée aura par rapport au second point la puissance 
donnée (89). 

91. Nous avons vu (40) que la condition tangentielle la 
plus générale donne lieu à beaucoup de cas particuliers. On 
pourrait d'après cela varier à l'infini la nature des pro- 



88 CHAPITRE IV. 

blêmes relatifs à ce sujet, et chercher la solution particu- 
lière correspondante à chaque cas. Toutes ces solutions 
rentreront dans la solution générale du problème qui con- 
siste à construire la conique harmoniquement inscrite à 
cinq coniques données. 
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CHAPITRE V. 

EXAMEN DES QNQ CAS DANS LESQUELS DEUX SYSTÈMES 
PEUVENT ÊTRE CONTRAVARIANTS. 



92. Nous avons vu (70) comme conséquence d'un théo- 
rème général, «que Ton peut considérer de cinq manières 
distinctes deux systèmes d'espèces différentes , tels que 
toutes les coniques du système ponctuel sont harmonique- 
ment circonscrites à celles du système tangentiel, et réci- 
proquement, celles du second système sont harmonique- 
ment inscrites à toutes celles du premier \ n elvl étant les 
ordres des deux systèmes, on a 11-^11*=^^^ 'A suffit pour 
obtenir chacun des cas de faire varier n ou /l' de o à 4- Jus- 
qu'à présent, nous n'avons étudié que les cas particuliers 
où les coniques harmoniquement circonscrites ou inscrites 
sont un système de deux points ou de deux droites, ou 
bien des' cercles ; nous allons maintenant aborder le cas 
général. 

Premier CAS. — Une conique harmoniquement circon- 
scrite à toutes les courbes d'un système tangentiel du 
quatrième ordre, 

m 

93. Dans ce cas, la conique doit être considérée comme 
formant système ponctuel d'ordre zéro, et nous disons que 
toutes les coniques du système tangentiel sont en involu- 
tion (70), parce qu'il suffit qu'une conique soit inscrite 
dans l'un quelconque de& triangles de l'involution plane 
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dont la conique donnée est la conique triple pour qu'elle 
fasse partie du système. Ce système présente d'ailleurs des 
analogies frappantes avçc le système des segments conju- 
gués à un segment fixe, c'est-à-dire formant une involution 
linéaire; car c'est l'ensemble des coniques harmonique- 
ment inscrites à une conique fixe. De plus, si cette conique 
est un c<*rcle, il coupe orthogonalement les cercles orthop- 
tiques de toutes les courbes du. système tangentiel (85), de 
même que dans l'involution linéaire, le cercle ayant pour 
diamètre le segment des points doubles, coupe orthogona- 
lement les cercles ayant pour diamètres tous les autres 
segments : dans le même cas, le centre du cercle a même 
puissance de seconde espèce par rapport aux courbes du 
système (85), propriété analogue à celle du centre de l'in- 
volution linéaire -, enfin, si c'est un cercle imaginaire, îl y 
a deux points d'où l'on voit toutes les courbes du système 
sotts un cène équilatère de seconde espèce (85), propriété 
analogue k celle des deux sommets de l'involution linéaire. 
Dans l'involution linéaire, on peut construire un segment 
quelconque lorsqu'on en connaît deux ^ ici nous pourrons 
construire une conique quelconque, lorsque nous en con- 
naîtrons cinq ; c'est ce -que nous a appris Fétude du sys- 
tème tangentiel du quatrième ordre (64). Enfin la con- 
struction de la conique triple revient à rechercher la 
conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques 
données, problème dont nous donnerons la solution ulté- 
rieurement (118). La condition géométrique à laquelle sa- 
tisfont toutes les coniques d'un système tangentiel du ^a- 
Irième ordre , et dont nous avons prouve implicitement 
l'existence (64)^ est donc d'être harmoniquement inscrites 
à une conique donnée^ et comme il n'arrive pas générale- 
ment que cette conique soit un système de deux droites, 
nous n'avions pas découvert cette condition à un moment 
où nous n'examinions que le cas où les conditions taïa- 
gentîelles étaient des couples de droites conjuguées, ou, 
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ce qui revient au ménie, des coniques harmoniquement 
circonscrites réduites à deux droites. De même, un 
système de deux points conjugués à une conique peut 
être regardé comme conique harmoniquement inscrite ré* 
duite a deux points. Ces deux remarques sont fondamen- 
tales dans cette théorie. Si, par exemple, on veut construire 
une conique du système qui nous occupe réduite à deux 
points, il suffira de prendre deux points conjugués a la co- 
nique triple^ et si les deux points coïncident, il suffira de 
prendre un point de cette courbe (*). Un cercle du système 
s'obtiendra en prenant arbitrairement le centre et pour 
raycHL la puissance de première espèce du point choisi par 
rapport à la conique triple 5 réciproquement, tous les cercles 
ain&i construits avec une même conique font partie d'un 
système tangentiel du quatrième ordre. 

04. Des remarques également importantes, et sur les- 
quelles il n'est pas inutile d'insister, sont les suivantes : 

I** Une parabole harmoniquement inscrite à une co- 
nique admet ses asymptotes pour couple de droites conju- 
guées. 

2*^ Lorsqu'une hyperbole équilatère et un cercle sont 
conjugués réciproques, celle des deux courbes qui est 
harmoniquement circonscrite passe par le centre de 
l'autre. 

3° Corrélativement, lorsqu'un foyer d'une conique est 
sur le cercle orthoptique d'une autre et que ces deux coni- 
ques sont conjuguées réciproques, celle des deux qui est 
harmoniquement inscrite est tangente à la polaire de ce 
point par rapport à l'autre. 

Il en résulte que toutes les paraboles d'un système tan- 
gentiel du quatrième ordre, lesquelles forment un système 



(') C'est ce que M. Smith démontre analytiquement {Proceedings, p. 91), 
après avoir également fait les remarques géométriques d'où nous dédui- 
sons cette propriété (p. 89, art. 3). 
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tangentiel du troisième ordre, admettent pour couple de 
droites conjuguées les asymptotes de la conique triple. 

Si, parmi les courbes du système, on considère celles 
qui ont pour foyer un point donne, elles forment un réseau 
tangentiel, puisqu'elles satisfont à trois conditions tangen- 
tielles ] mais si le foyer est sur le cercle orthoptique de la 
conique triple, en vertu de la troisième remarque, ce ré- 
seau est particulier, car toutes les courbes ont une tangente 
commune, savoir la polaire du point considéré par rapport 
à la conique triple. 

Si Ton considère toutes les courbes du système qui sont 
vues d'un point donné sous un angle droit, elles forment 
un système du troisième ordre. 

Si ce point est un foyer de la conique triple, en vertu de 
la même remarque, ce système est particulier, car toutes ses 
courbes ont une tangente commune, qui est la directrice 
correspondante. 

Nous avons vu que si la conique triple est un cercle, le 
système est particulier, et la condition à laquelle satisfont 
ses courbes est la puissance de seconde espèce d'un point \ 
tous les cercles orthoptiques ont môme centre radical, ce 
qui n'a lieu généralement que pour un réseau tangentiel. 
En particulier, cette puissance peut être nulle ^ ces cercles 
ont alors un point commun. En vertu de la seconde remar- 
que, le cercle est dans tous les cas le lieu des centres des 
hyperboles équilatères du système. 

Si c'est une hyperbole équilatère, un point quelconque 
ne peut plus être pris pour centre d'un cercle du système, 
puisqu'on ne peut pas inscrire dans l'hyperbole un triangle 
dont elle ne renferme pas le point de rencontre des hau- 
teurs, et, en vertu de la même remarque, le lieu de leurs 
centres est l'hyperbole équilatère elle-même : le centre 
étant choisi, le rayon est alors indéterminé. 

Si elle est réduite à deux droites confondues, les courbes 
du système auront une tangente commune. 
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Deuxième cas. — Un faisceau ponctuel contrauainant 
d'un système tangentiel du troisième ordre. 

9o. Dans ce cas, les trois couples de droites conjuguées 
aux courbes du second système (60) sont précisément les 
trois couples formant coniques du premier (93), de telle 
sorte que la recherche des trois couples de droites conju- 
guées à quatre coniques données n'est autre que la recher- 
che des points coipfimuns à deux autres coniques hàrmohi- 
quement circonscrites aux premières : elle n'est pas pos- 
sible linéairement (*). 

Si c'est le système ponctuel qui est donné, on en con- 
clura le second en construisant quatre coniques quelcon- 
ques harmoniquement inscrites à deux coniques du pre- 
mier \ par exemple, quatre systèmes de deux points, en 
coupant par quatre droites quelconques les deux coniques 
données 5 si c'est le second, le premier sera déterminé par 
deux coniques quelconques harmoniquement circonscrites 
à quatre coniques du second : nous résoudrons ces pro- 
blèmes plus loin . 

Une droite quelconque coupe les courbes du premier 
faisceau suivant des points en involution linéaire, ce qui 
prouve qu'il y a sur une droite quelconque deux points 
réels ou imaginaires formant conique du second. Si la 
droite passe par l'un des points communs aux courbes du 
premier, les deux points conjugués communs à ces courbes, 
situés sur elles, se confondent. Il y a donc quatre points, 
réels ou imaginaires, qui forment individuellement conique 
du second système ; ce sont les quatre points communs aux 
trois couples de droites conjuguées (*). 

L'hyperbole équilatère du faisceau ponctuel est le lieu 



(*) Smith, Proceedings^ P« 9^« 
(') Ibid., p. 9J. 
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des centres des cercles du second , lesquels satisfont à 
quatre c(mditions, mais ne forment pas système, car la con^ 
dition d*ètre un cercle est une condition ponctuelle dou- 
ble (17). 

Toutes les paraboles du second système forment un ré- 
seau dont deux conditions déterminantes sont deux couples 
de droites conjuguées, savoir les asymptotes de deux des 
coniques du premier, et la troisième une tangente com* 
mime k l'infini (94). 

96. S'il y a un ctTcle dans le faisceau ponctuel, une des 
conditions déterminantes du second système est la puis- 
sance d'un point. Ce cercle est alors le lieu des centres des 
hyperboles équilatères de ce système (94). S'il y en a deux, 
c'est-à-dire si c'est un faisceau ponctuel de cercles, les deux 
conditions sont les puissances de deux points *, les cercles 
orthoptiques du second système ont par suite même axe ra- 
dical, et le lieu des centres des coniques de co système est 
une droite. A chaque centre correspond une infinité de 
coniques ayant toutes même cercle orthoptique^ les centres 
des hyperboles équilatères sont les deux points communs 
aux cercles du faisceau ponctuel. 

Si le faisceau ponctuel est un faisceau d'hyperboles 
équilatères^ un cercle du second ne peut avoir son centre 
qn en un de leurs points communs (94), et ce centre étant 
choisi, le rayon du cercle demeure indéterminé \ cela ar- 
rive lorsque les trois couples de droites conjuguées sont 
rectangulaires. 

Le faisceau ponctuel peut se composer de toutes les cour- 
bes formées par une droite fixe et une droite variable pas- 
sant par un point fixe. IjCs courbes du second sont alors 
conjuguées à deux couples ^de droites dans lesquelles une 
même droite fait partie des deux couples *, il faut alors né- 
cessairement que le point fixe soit par rapport à elles le pôle 
de la droite fixe. 

Il peut se faire que deux des droites formant conique du 
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faisceau ponctuel coïncident, et que celui-ci se compose de 
toutes les coniques tangentes à deux droites données en des 
points donnés. Les courbes du second système sont alors 
tangentes à cette droite qui détermine les points de contact 
des courbes du premier. Si cette droite unique, formant 
couple de droites conjuguées, est parallèle à Tune des bis-' 
sectrices de l'autre couple, auquel cas il y a un cercle dans 
le faisceau ponctuel, les deux conditions déterminant le 
second système sont alors une tangente et la puissance 
d'un point (95). Si les droites SA, SB (fig* i6) joignent le 
point S aux points circulaires de l'infini, les courbes du 



Fig. i6. 





Fig. i8. 




faisceau ponctuel ont le point S pour foyer et la droite AB 
pour directrice correspondante^ ceHes du second système 
sont tangentes à la droite AB {fig» 17) ^t vues du point S 
sous un angle droit. 

S'il arrive également que deux autres droites coïncident, 
les courbes du second système admettent alors deux tan- 
gentes communes {fig» 18) et les courbes du premier sont 
tous les couples de rayons conjugués du faisceau en invo^ 
lution linéaire dont l'es deux droites restantes sont les 
rayons doubles. Ces deux droites peuvent joindre un point 
donné aux points circulaires de l'infini, alors les courbes 
du second système ont pour foyer un point donné, et celles 
du premier sont tous les couples de droites rectangulaires 
issues de ce point. 

Si l'une des tangentes comnumes est à l'infini, on a un 
système de paraboles. 
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Troisième cas. — Un réseau ponctuel contrai^ariant d'un 

réseau tangentiel. 

97. Ce cas est le plus symétrique et donne lieu dans 
chaque système à des propriétés corrélatives, puisque les 
deux systèmes sont du même ordre. La Cayleyenne du ré- 
seau ponctuel est Tenveloppe des droites sur lesquelles se 
trouvent deux points conjugués communs à toutes les 
courbes du réseau (19), et ces deux points forment une co- 
nique harmoniquement inscrite à toutes ces courbes (93), 
par conséquent le lieu de ces points conjugués est le lieu 
des coniques du réseau tangentiel contravariant réduites à 
deux points, c'est-à-dire précisément la Hessienne de ce 
second réseau (51). Ainsi Ton peut énoncer ce théorème : 

TnéoRkME. — Lorsque deux réseaux sont contrax^a- 
riants, la Cayleyenne du réseau ponctuel est Venueloppe 
des coniques du réseau réduites à deux droites, et la 
Hessienne du réseau tangentiel est le lieu des coniques 
du réseau réduites à deux points. La seconde courbe 
peut aussi être considérée comme le Heu des couples de 
points^ conjugués communs à toutes les coniques du pre- 
mier réseau, et la première comme Ven\feloppe des coU" 
pies de droites conjuguées communes à toutes les coni- 
ques du second. 

98. Soient P et P' (fig- 19.) deux points conjugués de la 
Hessienne : de même que sur chaque tangente de la Cay- 
leyenne il y a deux points conjugués aux coniques du pre- 
mier réseau, de chaque point de la Hessienne partent deux 
droites conjuguées à celles de second. Soient P'ai, P'crf, et 
Pac, Pirfles deux couples issus des points P et P': d'après 
le théorème de Hesse (10), si ces deux couples se coupent 
en a, i, c, rf, les droites arf, bc seront aussi deux tangentes 
conjuguées de la Cayleyenne, et leur point d'intersection Q 
sera par suite sur la Hessienne. Si l'on applique la règle 
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donnée (50) pour déterminer le point Q' conjugué de Q, 
Ton voit qu'il faut joindre QP', tracer sa conjuguée har- 
monique par rapport au couple P', de même pour le cou- 
ple P, ce qui donne le troisième point d'intersection de la 

Fig. 19. 




droite PP' et de la Hessienne. De plus, si Ton joint le 
point P à deux points conjugués quelconques R et R', les 
droites PR, PR' sont conjuguées harmoniques par rapport 
aux droites Pac, Vbd (51). Si le point R' s'approche indé- 
finiment sur lajcourbe du point P' conjugué de P, le point R 
s'approche indéfiniment du point P, et la droite PR, tan- 
gente alors en P à la Hessienne, est la conjuguée harmo- 
nique de PP' par rapport au couple Pac, Vbd-j c'est-à-dire 
la droite PQ. De même la tangente en P' est la droite P'Q. 
Ce qui permet d'énoncer les théorèmes suivants : 

Théouème. — Les tangentes à la Hessienne en deux 
points conjugués se coupent en un point de la courbe, qui 
est le conjugué du troisième point d'intersection av^ec la 
courbe de la droite qui joint les deux points consi- 
dérés (*). 

(*) Hesse, Uber Curven drltten Ordnung {Crelle's Journal, t. XXXVI) et 
Cremoma, Introduzioney etc. y p. 108. C'est au moyen de ce théorème que' 
Hesse démontre que toute courbe du troisième degré peut être considérée 
de trois façons différentes comme la Hessienne d'un réseau, car d'un point 
de la courbe on peut lui mener quatre tangentes, dont les points de con- 
tact peuvent être combinés deux à deux de trois manières différentes pour 

7 
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Corrélativement : 

Théorème. — Les points de contact de deux tangentes 
conjuguées de la Cajlejenne sont situés sur une troi- 
sième tangente, qui est la conjuguée de la troisième tan- 
gente que Von peut mener à la courbe par le point de 
rencontre des deux tangentes considérées. 

Théorème. — La tangente en un point de la Hes- 
sienne est la droite conjuguée harmonique par rapport 
aux deux droites conjuguées qui se coupent en ce point 
de celle qui joint le point considéré à son conjugué. 

Corrélativement : 

Théorème. — Le point de contact d'une tangente de 
la Cajlejenne est conjugué harmonique par rapport aux 
deux points conjugués situés sur elle, de celui où elle 
rencontre sa conjuguée ( * ) . 

Si nous considérons une tangente quelconque PP' de la 
Cayleyenne, il résulte d'un théorème précédent (97) que 
deux de ses points d'intersection avec la Hessienne sont les 
points P et P' situés sur elle, conjugués communs à toutes 
les courbes du réseau ponctuel. Le troisième point d'inter- 
section est évidemment le point où elle rencontre la se- 
conde tangente de la Cayleyenne, qui forme avec elle co- 
nique du réseau ponctuel et qui est sa conjuguée, puisque 
la Hessienne est le lieu des centres des systèmes de deux 
droites formant coniques du premier réseau (51), ce qui 
prouve que la droite conjuguée de PP' la coupe au point Q' 
conjugué de Q. Donc : 

Théorème. — Les trois points d'intersection d'une tan- 



former un couple de points conjingucs, lequel peut alors servir à détermi- 
ner tous les autres si la courbe est décrite. Si elle ne l'est pas, nous avons 
• donné le moyen de la décrire, étant connus trois couples (19). Enfin l'on 
voit par là que si la courbe est déterminée par neuf points, la recherche 
de leurs conjugués sera un problème du troisième degré et ne sera pas de 
nature à en simplifier la construction. 

(*) Ca\le\, a Memoir on curves of the third order^ p. /jaâ. 
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gente à la Cayleyenne as^ec la Hessienne sont les points 
conjugués communs au premier réseau situés sur elle, et 
le point oit elle rencontre sa conjuguée. 

Corrélativement : 

Théorème. — Les trois tangentes à la Cajlejenne is- 
sues d*un point de la Hessienne sont les droites conju- 
guées communes au second réseau gui se coupent en ce 
point, et la droite qui joint ce point à son conjugué (*). 

Ces deux théorèmes complètent les deux précédents et 
font voir que sur chaque tangente à la Cayleyenne il y a 
quatre points en proportion harmonique, les deux points 
conjugués, le troisième point d'intersection avec la Hes- 
sienne et le point de contact. De même pour les quatre 
droites corrélatives issues de chaque point de la Hes- 
sienne. 

Il est facile de construire autrement le point de contact 
d'une tangente de la Cayleyenne, et d'une façon plus 
commode si les deux points conjugués situés sur elle sont 
imaginaires. Considérons en effet la droite PP' qui joint le 
point P à son conjugué P' ; cette tangente rencontre sa 
conjuguée en un certain point Q ', et ces deux droites for- 
mant conique du réseau ponctuel doivent couper la tan- 
gente Vbd en deux points conjugués harmoniques par rap- 
port aux deux points conjugués situés sur elle (19)^ Tun 
de ces points étant le point P, l'autre sera le conjugué har- 
monique de P par rapport à ces deux points, c'est-à-dire, le 
point de contact. Donc : 

Théorème. — On peut obtenir le point de contact 
d'une tangente Vbd de la Cayleyenne en cherchant le 
point P oit elle rencontre sa conjuguée, et joignant ce 
point à son conjugué P' par une droite PP' dont la con- 
juguée rencontre la tangente considérée au point de con- 
tact. 



(*) Cremoma, Introduzione^ etc.,, p. 109. 
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Corrélativement : 

Théorème. — On peut obtenir la tangente en un 
point V de la Hessienne en joignant ce point à son con- 
jugué V par une droite qui rencontre sa conjuguée en 
un certain point Q' dont le conjugué est sur la tangente 
cherchée. 

Ce procédé sert lorsque les deux droites conjuguées is- 
sues du point P sont imaginaires. 

99. Si Ton construit les points P' et Q' conjugués de 
deux points donnés P et Q de la Hessienne, on obtiendra 
un quadrilatère dont les deux autres sommets R et R' ap- 
partiendront également à la Hessienne d'après le théorème 
de Hesse, mais Tun d'eux est sur la droite PQ qui joint les 
deux points donnés. L*on peut donc dire que : 

Théorème. — Si trois points de la Hessienne sont en 
ligne droite, leurs points conjugués forment un triangle 
dont les trois côtés passent respectivement par ces trois 
points (*). 

Corrélativement : 

Théorème. — Si trois tangentes de la Cajlejenne 
passent par un même point, leurs conjuguées forment un 
triangle dont les sommets sont situés respectivement sur 
ces trois droites. 

Enfin il est évident que si Ton considère un faisceau 
quelconque faisant partie du réseau ponctuel, les six 
cordes communes aux coniques du faisceau seront tan- 
gentes à Id Cayleyenne, et les sommets du triangle conju- 
gué commun seront sur la Hessienne. De même, si Ton 
considère un faisceau du réseau tangentiel, les six ombilics 
commune aux coniques du faisceau seront sur la Hessienne 
et les côtés du triangle conjugué commun seront tangents à 
la Cayleyenne. 

Les détails qui précèdent suffisent pour faire l'épure et 



(*) Hesse, Uber Curven dritten Ordnung, et Cremona, Introdtizionc, etc. 
p. 109. 
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construire les deux courbes lorsqu'on en connaît les élé- 
ments, qui sont au nombre de neuf, points de l'une, ou 
tangentes de l'autre, ou éléments mêlés, car l'une des 
courbes entraine l'autre. Par exemple, trois couples de 
points conjugués, déterminant le réseau ponctuel, fournis- 
sent six points de la Hessienne et trois tangentes de la Cay- 
leyenne. Trois couples de droites conjuguées, déterminant 
le réseau tangentiel, fournissent immédiatement six tan- 
gentes de la Cayleyenne et trois points de la Hessienne (*). 
Ces trois couples de droites forment trois coniques du ré- 
seau ponctuel, qui se trouve par là même déterminé. Mais 
on peut varier les données d'une infinité de manières, et 
nous verrons tout à l'heure quelles sont celles que nous 
avons trouvé le plus commode de choisir pour l'exécution 
de l'épure (jP/.//). 

Si, par exemple, l'on se donne le quadrilatère des quatre 
tangentes communes aux courbes d'un faisceau du réseau 
tangentiel, les extrémités d'une même diagonale seront sur 
la Hessienne ^ on en connaît donc six points, mais qui n'en 
forment que- quatre distincts (iO) ; de même, on connaît 
trois tangentes de la Cayleyenne, dont l'une résulte des 
deux autres, et qui sont les diagonales du quadrilatère ; on 
se donne donc en tout six conditions. De même pour le 
quadrilatère des quatre points communs aux courbes d'un 
faisceau du réseau ponctuel. 



(*) On peut se demander comment il se fait qu'il ne faille que neuf con- 
ditions pour déterminer l'un des systèmes et l'autre qui en résulte, puisqu'il 
faut trois -coniques pour déterminer l'un d'eux. Mais il faut remarquer que 
chacune de ces courbes est soumise à une indétermination du second ocdrç, 
ce qui réduit à trois le nombre des conditions qui la déterminent isolé- 
ment. En général, un système d'ordre n est déterminé par n-h i, coniques 
dont l'indétermination est d'ordre n ; il faudra donc, pour la connaissance 
complète du système 5 (/i h- i) — « (/i-f- 1) ou (5 — «) (« -+- i) conditions. 
Gomme vérification, pour n = o ou /i = /| on doit trQuver 5 ; pour n = i 
ou n = 3 on doit trouver le même nombre j enfin ^ pour ti = 2 on doit 
trouver 9 ; c'est en cfiet ce qui a licu.^ 
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100. Si Ton coupe la Hessienne par une droite quelcon- 
que, on obtient le théorème suivant : 

Théorème. — Il existe sur une droite quelconque trois 
points tels que chacun d'eux est un des points doubles de 
l' ini^olution linéaire déterminée par une certaine droite 
passant par ce point dans toutes les coniques d'un réseau 
ponctuel. 

Ou encore : 

Tels que de chacun d'eux on peut mener à toutes les 
coniques d'un réseau tangentiel des tangentes formant 
un faisceau en involution linéaire. 

Corrélativement : 

Théorème. — Par un point quelconque du plan passent 
trois droites, telles que chacune d'elles est un des rayons 
doubles du faisceau en im^olution linéaire obtenu en me-- 
nant par un certain point de cette droite des tangentes à 
toutes les coniques d'un réseau tangentiel. 

Ou encore : 

Telles que chacune d'elles coupe, suiv^ant une iny^olu- 
tion linéaire, toutes les coniques d'un réseau ponctuel. 

Si, dans le premier énoncé. Ton suppose la droite à Tin- 
fini, il devient : 

Théorème. — H J ^ trois droites qui déterminent dans 
toutes les coniques d'un réseau ponctuel des cordes ayant 
même point milieu. Ce sont les directions asjmptotiques 
de la Hessienne, et les couples de tangentes parallèles à 
l'une de ces directions, menées aux courbes du réseau 
tangentiel, forment un faisceau en ini*olution linéaire. 

Les trois points d'intersection d'une droite quelconque 
avec la Hessienne sont les points où elle rencontre les trois 
autres tangentes communes à toutes les courbes du réseau 
tangentiel, qui sont tangentes à la droite considérée. Par 
suite : 

Théorème. — Les directions asjmptotiques de la Hes- 
sienne sont données par les trois tangentes communes aux 
paraboles du réseau tangentiel. 
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Les asymptotes elles-mêmes se détermineront par le pro- 
cédé général qui donne la tangente en un point quelcon- 
que (98). 

101 . Les données qui précisent le plus nettement la 
forme d'une courbe sont en général ses directions asympto- 
tiques, et comme ici leur détermination linéaire n*est pas 
possible lorsque Ton se donne, par exemple, trois couples 
de points ou trois couples de droites conjugués, nous nous 
sommes donné^ pour exécuter Tépure [PL II) (*), le trian- 
gle des trois tangentes communes aux paraboles du réseau 
tangentiel, triangle qui forme avec la droite de l'infini le 
quadrilatère des tangentes communes aux coiu*bes d'un 
faiscea^i du réseau et équivaut conséquemment à six con- 
ditions (99). Les six points de la Hessienne sont les trois 
sommets du triangle et les trois points situés à Tinfini sur 
chaque côté, et les trois tangentes de la Cayleyenne sont 
les trois parallèles menées respectivement par chaque som- 
met au coté opposé. Pour compléter les neuf conditions 
nécessaires, nous nous sommes donné en outre un couple 
de points conjugués, ce qui fait deux points et une tangente. 
Le reste de Tépure s'en déduit facilement : le cercle du ré- 
seau ponctuel, par exemple, est le cercle qui a pour centre le 
point de rencontre des hauteurs du triangle des tangentes 
communes aux paraboles du réseau tangentiel (88), et qui 
coupe orthogonalement le cercle ayant pour diamètre le 
segment formé par le couple donné (20). De même, pour 
tous les éléments que l'on peut construire par la règle et le 
compas. 



(* ) Légende de la planche II : 

AB, BC, CA, Tangentes communes aux paraboles du réseau. 

Ag, Bg, C^, Points de contact des deux courbes. 

A^, Bj) Cj, Points d'Inflexion de la Hessienne. 

A;.. B,., C,., Points de rebroussement de la Cayleyenne. 

A Angle de deux droites conjuguées. 

- Segment formé par deux points conjugués. 
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102. Il nous reste à parler de certains points ou tan- 
gentes singuliers de nos deux courbes. Nous avons vu (98) 
comment on trouve le point de contact d'une tangente à la 
Cayleyenne. Il s'ensuit que les deux courbes sont nécessai- 
rement tangentes, car la tangente à la Cayleyenne en un de 
leurs points communs M coupe la Hessienne en deux au- 
tres points A et B. Si ce sont les deux points conjugués si- 
tués sur cette tangente, le point de contact M étant conju- 
gué harmonique du troisième point d'intersection M par 
rapport au couple AB, il faut que le point M coïncide avec 
Tun des points A et B, c'est-à-dire que la droite considérée 
soit tangente à la Hessienne au point M. Si les deux points 
conjugués communs situés sur la tangente considérée sont 
M et A, il faut que le point de contact M soit conjugué 
harmonique de B par rapport au couple MA, c'est-à-dire 
que M coïncide avec B, ce qui conduit au même résultat et 
fait voir qu'un point de contact des deux courbes est tel 
que la droite qu^ le joint à son conjugué, laquelle est la 
tangente commune, rencontre sa conjuguée précisément en 
ce point. Corrélativement, il ne peut pas y avoir de tan- 
gente commune aux deux courbes pour laquelle les points 
de contact soient différents, et une tangente commune est 
telle que son point d'intersection avec sa conjuguée étant 
joint à son conjugué donne précisément la droite consi- 
dérée. 

La Cayleyenne étant du sixième degré, les deux courbes 
doivent avoir dix-huit points d'intersection, et conséquem- 
ment neuf points de contact, mais nous allons voir qu'il y 
en a toujours six qui sont imaginaires. 

De même, en effet, que la Hessienne a neuf points d'in- 
flexion dont six sont toujours imaginaires et les trois autres 
en ligne droite, la Cayleyenne a neuf points de rebrousse- 
nient dont six sont toujours imaginaires, et les trois autres 
tangentes de lebroussement ont un point commun. Consi- 
dérons alors un point de rebroussement réel M {fig- 20) et 
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la tangente en ce point*, cette droîte rencontre la Hes- 
sienne en trois points dont deux A et B sont conjugués et 
Tautre C est celui où elle rencontre sa conjuguée (98). 

Fig. 30. 




""v 



Mais le caractère du point de rebroussement est que, si la 
tangente en ce point roule infiniment peu sur la courbe, le 
point de contact reste toujours le même, et elle demeure 
tangente de rebroussement. Mais alors le point C vient en 
C, et la conjuguée de la tangente de rebroussement est la 
droite CC, c'est-à-dire la tangente en C à la Hessienne ^ 
mais cette droite étant conjuguée de la tangente de rebrous- 
sement est aussi tangente à la Cayleyenne, c'est donc une 
tangente commune, et le point de contact commun est en C. 
Ainsi, à un point de rebroussement correspond un point 
de contact, et la droite qui les joint est la tangente de re- 
broussement correspondante. Il y a donc toujours six points 
de -contact imaginaires. Corrélativement, chaque tangente 
commune passe par un point d'inflexion de la Hessienne, 
qui est le conjugué du point de contact, et sa conjuguée, 
(|u'elle rencontre au point de contact, est la tangente de 
rebroussement correspondante. De telle sorte qu'un point 
de contact des deux courbes est toujours le point de contact 
avec la Hessienne d'une tangente menée à cette courbe par 
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le point d'inflexion correspondant, ou encore un des points 
d'intersection avec la Cayleyenne de la tangente de re- 
broussement correspondante. On peut résumer ces pro- 
priétés par le théorème suivant : 

Théorème. — La Hessienne et la Cayleyenne de deux 
réseaux conii^as^ariants ont neuf points de contact dont six 
sont toujours imaginaires. 'Les points d'inflexion, de con- 
tact et de rebroussement se correspondent. Une tangente 
de rebroussement passe par le point de contact correspon- 
dant, là elle rencontre sa conjuguée qui est la tangente 
commune, laquelle passe par le point d* inflexion corres- 
pondant, qui est le conjugué du point de contact {*). 




103. Soient A,, B,, Q [fig» 21) les points d'inflexion 
qui sont en ligne droite, A^, B^, C,. les points de contact, 
et A^, B^, Cr les points de rebroussement. L'on voit ainsi 
que la droite A^A^. est tangente de rebroussement, et la 



(*) M. Cremona démontre également que la Hessienne et la Cayleyenne 
sont tangentes entre elles aux neuf points conjugués des points d'inflexion 
de la Hessienne {^Introduzione^ etc., p. 1 16). 11 traite très- élégamment toute 
cette théorie en considérant la Hessienne comme le lieu des centres des 
couples de droites formant conique polaire d'une courbe du troisième- de- 
gré qu'il appelle la courbe fondamentale et la Giyleyenne comme l'enve- 
loppe des droites qui joignent deux points conjugués de la Hessienne; le ré- 
seau ponctuel intervient alors comme l'ensemble des coniques polaires de 
la courbe fondamentale : ainsi, il ne fait pas intervenir de réseau tangen- 
tiel. Toutefois, nous croyons, avec M. Smith {Proceedi/igs, n^ 14, p. gS), 
que les relations qui existent entre deux réseaux contravariants offrent le 
moyen le plus naturel d'cxidiquer les propriétés remarquables dont jouis- 
sent ces deux courbes, l'une par rapport à l'autre. 
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droite A^ A/ tangente commune. Les trois points d'inflexion 
sont les trois points où la droite qui les joint rencontre les 
trois droites qui sont tangentes à toutes les coniques du 
réseau tangentiel admettant aussi la première pour tan- 
gente commune (51). Cherchons ces trois droites : elles 
forment avec la droite d'inflexion un quadrilatère complet, 
dans lequel le sommet opposé à l'un des points d'inflexion 
est le conjugué de ce point (99) ^ donc les trois autres som- 
mets du quadrilatère complet sont A^, B^, C^ (102), ce qui 
fait voir que non-seulement la tangente commune au point 
de contact A^ passe par le point d'inflexion A;, mais encore 
la droite B^Cc qui joint les deux autres points de contact 
réels. Il y a donc trois couples particuliers de droites issus 
de chaque point d'inflexion : i** les deux droites conju- 
guées issues de ce point comme de tout point de la Hes- • 
sienne*, 2^ la droite d'inflexion A.B/Q et la droite qui joint 
les points de contact qui ne correspondent pas au point 
d'inflexion considéré. Ces deux droites sont conjuguées 
harmoniques par rapport aux deux premières, puisqu'elle» 
ne sont pas tangentes à une seule conique du réseau tan- 
gentiel, mais à toutes celles d'un faisceau ^ 3° la tangente 
commune au point de contact correspondant et la tangente 
d'inflexion à la Hessienne qui sont aussi conjuguées har- 
moniques par rapport au premier couple, puisque la tan- 
gente commiuie joint le point d'inflexion à son conju- 
gué (98). Enfin la droite d'inflexion et les côtés du triangle 
des trois points de contact forment les quatre tangentes 
communes d'un faisceau du réseau tangentiel. 

Corrélativement, il y a sur chaque tangente de rebrous- 
sement trois couples particuliers de points, qui sont : i° les 
deux points conjugués situés sur cette tangente comme sur 
toutes les tangentes de la Cayleyenne^ 2° le point de ren^ 
contre des tangentes de rebroussement et le point d'inter- 
section des deux tangentes communes qui ne correspondent 
pas à la tangente de rebroussement ^ ces deux points sont 
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conjugués harmoniques par rapport aux deux premiers ; 
3® le point de contact correspondant et le point de rebrous- 
sement qui sont aussi conjugués harmoniques par rapport 
au premier couple (98). Enfin le point de rencontre des 
tangentes de rebroussement et les trois points de contact 
sont les sommets d'un faisceau du réseau ponctuel. L'exa- 
men de l'épure achèvera de rendre claires et précises ces 
remarquables propriétés. 

104. Le cercle du réseau ponctuel est le cercle ortho- 
gonal commun aux cercles orthoptiques de toutes les 
courbes du réseau tangentiel (88) •, ce qui est évident d'ail- 
leurs puisqu'il coupe orthogonalement les cercles ayant 
pour diamètres les segments dont les extrémités sont les 
couples de points conjugués communs aux courbes du pre- 

' mier réseau, c'est-à-dire les cercles orthoptiques des coni- 
ques du second réduites à deux points. Cette propriété va 
nous fournir une construction simple de la conique con- 
juguée à cinq couples de droites, laquelle pourra rempla- 
cer au besoin la construction déjà simple donnée plus 
haut (47), parce qu'elle n'exige la construction d'aucune 
conique auxiliaire. 

105. Problème. — Construire la conique conjuguée à 
cinq couples de droites. 

Soient PiQi, PiQsv-o PrQ»? ^^^ cinq couples donnés, 
et Si, Sj,.., Ss, leurs sommets (41). Considérons les trois 
premiers, par exemple : ils donnent lieu à un réseau tan- 
gentiel et sur chacune des six droites Pi, Qi, Pî,Qj, Pj,Q„ 
il y a deux points formant coniques du réseau (97): soient 
a elb les deux points situés sur Pi : nous savons aussi que 
Sa a et Sji sont conjuguées harmoniques par rapport au 
couple PsQi, et Ssa, Ssi par rapport au couple PsQ». 
Donc les points a çxb sont les points doubles de l'involu' 
lion linéaire déterminée par ces deux .couples sur la droite 
Pi et peuvent se construire facilement : de même pour cha- 
cune des cinq autres droites. Les cercles ayant pour dia- 
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mètres les six segments tels que ab auront même centre 
radical, centre du cercle du réseau ponctuel contravariant 
du réseau tangentiel défini par les trois couples considérés, 
ce qui donne lieu à ce théorème de géon^étrie élémen- 
taire. 

Théorème. — Etant donnés trois couples de droites, 
chacune des six droites donne lieu à une inuolution li- 
néaire, par ses points d'intersection a\fec les deux couples 
dont elle ne fait pas partie. Les six cercles ayant pour 
diamètres les segments formés par les points doubles de 
ces six ini^olutions ont même centre radical. 

Et ce qui permet de construire au moyen de trois de ces 
cercles leur cercle orthogonal commun, qui est le cercle du 
réseau ponctuel et, par suite, harmoniquement circonscrit 
à la conique cherchée, laquelle fait partie du second. 

Si Ton agit de môme pour trois autres couples, par 
exemple PjQt, PsQ»? PiQi? ^^ aura un second cercle, et 
ainsi de suite en les combinant trois à trois, de toutes les 
manières possibles dont le nombre est égal à dix. Ces dix 
cercles, comme le premier, sont harmoniquement circon- 
scrits à la conique cherchée ; ils ont donc même centre ra- 
dical, et leur cercle orthogonal commun, qui sera déter- 
miné par trois d*entre eux, sera le cercle orthoptique de la 
conique cherchée (86). On peut donc ainsi compléter le 
théorème précédent : 

Théorème. — Les dix cercles obtenus de cette manière 
en combinant trois à trois cinq couples quelconques ont 
aussi même centre radical. 

Enfin on pourra construire facilement les quatre tan- 
gentes de la conique, qui résultent du fait qu'elle appar- 
tient au faisceau- tangentiel déterminé par le cercle orthop- 
tique et un des cinq couples donnés. Si Ton considère en 
effet le cercle tangent aux deux droites Pt et Qj, et coupant 
orthogonalement le cercle orthoptique qupn a construit, 
ce cercle est harmoniquement circonscrit à la conique (85), 
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par conséquent la conique est Tenveloppe des droites telles 
que, de leur pôle par rapport à ce cercle, on peut mener à 
elle et à ce cercle des tangentes en proportion harmoni- 
que (66). Mais puisque le cercle est tangent à Pi et à Qi, 
qui sont conjuguées à la conique, cette proportion a lieu 
pour les tangentes issues à ces deux courbes du point Si 
d'intersection de Pi et de Qi ^ donc la polaire du point Sj 
par rapport à ce cercle est tangente à la conique. 

106. Analysons le problème , et soient tracés les deux 
droites Pi et Qj [fig- aa ) et le cercle orthoptique ; soient 

Fîg. 31. 




Si A la bissectrice de l'angle Pj S| Qt égal k laex AB la per- 
pendiculaire abaissée du point O sur cette bissectrice ; soit 
(y le centre cherché sur Si A-, on devra avoir 



SiO'sin*a = 00'— R»=OA-+-(SiO'~StA)'— R% 

OA — R* est le carré f' de la tangente menée du point A 
au cercle O. On aura alors 



SiO' cos*a — aSiO'.Si A 4- Si A -i- f* = O, 

d'où l'on tire pour Si CK deux valeurs, symétriques par rap- 
port au point A', où la perpendiculaire élevée sur SiB au 
point B coupe la bissectrice, et faciles à construire. Ces va- 
leurs sont réelles si l'on a AB > t. Mais remarquons que 
ce que nous cherchons, c'est ta polaire du point Si par 
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rapport à ce cercle, laquelle sera perpendiculaire à Si A' et 

à une distance du point Si égale à SiCVcos'a. 

On peut tout de suite tirer de la relation précédente les 

valeurs de SiO' cos'a, elles sont symétriques* par rapport au 

point A et égales à Si A ±: y Si A sin*a — t* cos'a. 

On aura ainsi les tangentes à la conique perpendicu- 
laires à la bissectrice Si A; les deux autres tangentes du 
faisceau tangentiel déterminé par le cercle orthoptique O 
et le couple Pi Qi seront les tangentes perpendiculaires à 
l'autre bissectrice; elles forn^ent un rectangle circonscrit à 
la courbe et inscrit conséquemment dans le cercle O, de 
sorte que les deux premières donneront immédiatement les 
deux autres, si elles rencontrent le cercle. Elles seront 
imaginaires, s*il n'y a pas de tangentes à la courbe perpen- 
diculaires à cette bissectrice, et la construction ne sera plus 
applicable ; mais nous avons cinq couples et par suite dix 
bissectrices ; par suite, le cas où il n'y aurait de tangentes 
parallèles à aucune de ces dix droites peut être considéré 
comme très^particulier. 

Cette solution, dont l'exposition a été longue, est néan- 
moins excessivement simple eu égard à la difficulté inhé- 
rente à la nature du problème ; on s'en assurera en faisant 
l'épure. 

Tous les problèmes déjà traités et où la conique est as- 
sujettie à cinq conditions tangentielles données directement 
peuvent alors être considérés comme des cas particuliers 
du précédent. 

407. Revenons h nos deux réseaux contravariants. Nous 
avons vu que le cercle du premier coupe orthogonalement 
les cercles ayant pour diamètres les segments formés parles 
coniques du second réduites à deux points. Corrélative- 
ment, il y a une conique du second ayant pour foyer un 
point donné, et le cercle ayant son grand axe pour dia- 
mètre coupe orthogonalement tous les cercles déduits du 
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point donné et des coniques du premier réduites à deux 
droites ainsi que nous l'avons expliqué (59). 

Nous avons vu aussi qu'il y a quatre cercles dans le se- 
cond (80) dont les centres sont les quatre points communs 
aux hyperboles équilatèrcs du premier ; ce sont les som- 
mets d'un triangle et le point de rencontre des hauteurs -, 
ils sont harmoniquement inscrits à un même cercle qui est 
le cercle du premier réseau; donc ce dernier coupe ortho- 
gonalement leurs cercles orthoptiques (66) qui sont les 
quatre cercles respectivement concentriques et dont les 
rayons respectifs sont ceux des premiers multipliés par 
yJQL : ce qui donne le moyen de déduire le rayon d'un de 
ces quatre cercles de ceux des trois autres. Il suffira de dé- 
crire les cercles respectivement concentriques aux trois 
autres avec des rayons égaux aux premiers multipliés par 
y^, et leur cercle orthogonal commun. Le cercle ortliop- 
tique du cercle cherché devra couper ce dernier orthogo- 
nalement. Cette remarque nous sera particulièrement 
utile dans l'application aux surfaces du second degré. 

Corrélativement, il y a dans le premier réseau quatre 
coniques dont un point donné est le foyer, et les polaires 
du point donné par rapport à chacune d'elles, c'est-à-dire 
les directrices correspondantes, sont les quatre tangentes 
d'un faisceau tangentiel, dont le point donné est un som- 
met orthoptique (-40). Enonçons le théorème : 

Théorème. — Ilj a quatre coniques conjuguées à trois 
couples de points et ayant pour foyer un point F; les 
quatre directrices correspondantes forment un quadrila- 
tère dont le point F est un sommet orthoptique. 

Le cercle du premier réseau est le lieu des centres des 
hyperboles équilatèrcs du second \ corrélativement, la co- 
nique du second, qui a pour foyer un point donné, est l'en- 
veloppe des polaires de ce point par rapport aux courbes 
du premier qui sont vues de ce point sous un angle 
droit . 
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108. Telles sont les remarquables propriétés de ces 
deux systèmes de coniques ; nous allons terminer leur ex- 
posé en faisant voir les analogies que chacun d'eux pré- 
sente, en effet, isolément (70) avec le système des segments 
formant une proportion harmonique sur une droite avec un 
segment fixe, c'est-à-dire avec Tinvolution linéaire. 

Les propriétés de Tinvolution linéaire sont en effet les 
suivantes : 

1 ^ Les segments formés par deux points conjugués quel- 
conques sont en proportion harmonique avec le segment 
fixe des deux points doubles ^ 

2^ Les cercles décrits sur ces segments conmie diamètres 
coupent orthogonalement le cercle ayant pour diamètre le 
segment des points doubles -, 

3^ Le produit des distances du milieu de ce segment aux 
extrémités de tous les autres est constant ; 

4^ Si les points doubles sont imaginaires, il y a deux 
points d'où Ton voit sous un angle droit tous les segments 
dont les extrémités sont deux points conjugués. 

Considérons d'abord les courbes du réseau ponctuel : 

i^ Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement 
circonscrites à trois coniques fixes, coniques triples des in- 
volutions planes dont peuvent faire partie les triangles in- 
scrits dans les premières. Ces trois coniques en entraînent 
une infinité d'autres, formant réseau tangentiel, parmi les- 
quelles il y a quatre cercles ; 

1^ Un de ces quatre cercles, quelconque, coupe ortho- 
gonalement les cercles, lieux des pieds des perpendicu- 
laires abaissées de son centre sur les cordes de chaque co- 
nique vues de ce point sous un angle droit (76); 

3*^ La puissance de première espèce d'un quelconque de 
ces quatre centres par rapport à toutes les coniques du ré- 
seau est constante \ 

4® A chacun de ces cercles, s'il est imaginaire, corres- 

8 
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pondent deux points (qu'on obtient en élevant de part et 
d'autre du plan et au centre du cercle une perpendiculaire 
égale à la longueur géométrique de son rayon), d*où l'on 
voit toutes les courbes du réseau sous un cône équilatère de 
première espèce (73) (*). 

Les courbes du réseau tangentiel donnent lieu aux mêmes 
analogies : 

I ° Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement 
inscrites à trois coniques fixes, coniques triples des involu- 
tions planes dont peuvent faire partie les triangles circon- 
scrits aux premières. Ces trois coniques en entraînent une 
infinité d'autres, formant réseau ponctuel, parmi lesquelles 
il y a un cercle ^ 

2^ Ce cercle coupe orthogonalement les cercles ortlio- 
ptiques de toutes les courbes du réseau. 

3° La puissance de seconde espèce de son centre par 
rapport à toutes les courbes du réseau est constante -, 

4** S'il est imaginaire, il y a deux points de l'espace d'où 
l'on voit toutes les courbes du réseau sous un cône équila- 
tère de seconde espèce (88). 

109. Nous allons examiner maintenant les cas particu- 
liers auxquels peut donner lieu ce système de courbes en 
involution. 



(*) Noas avons omis d'énoncer le théorème analogue relatif au faisceau 
ponctuel. Il est clair qu'alors il a lieu pour tous les points de l'hyperbole 
équilatère du faisceau et peut s'énoncer ainsi : 

Si, d'un point y l'on 'voit sous un cône équilatère de première espèce tleux 
coniques d'un faisceau ponctuel y il en est de même de toutes les autres. 
(Comptes rendus de la Société Philomathique, journal l'Institut^ 20 dé- 
cembre i865.) 

Nous aurons à revenir sur cette propriété remarquable, à propos du sys- 
tème de surfaces du second degré ayant huit points communs ; car, si l'on 
considère qu'un pareil système est coupé par un plan suivant un faisceau 
ponctuel de coniques, on voit qu'elle est complètement analogue au théo- 
rème de Desargues-Sturm relatif aux cordes interceptées par une droite 
dans les coniques d'un faisceau ponctuel. 
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S*il arrive que les courbes du premier réseau aient un 
point commun P, nous avons vu qu'alors la Cayleyenne se 
réduit à ce point et à une conique déterminée par tan- 
gentes (24). Ce point a évidemment même puissance de 
première espèce par rapport aux coniques du réseau et 
cette puissance est nulle. 

On peut donc dire qu'alors un des quatre cercles du se- 
cond réseau se réduit à son centre (80). Une droite quel- 
conque MP passant par le point a alors pour conjuguée une 
certaine tangente MQ de la conique (24) et ses trois points 
d'intersection avec la Hessienne sont le point M où elle 
rencontre sa conjuguée et les deux points conjugués situés 
sur elle (98), c'est-à-dire deux points confondus en P : il 
s'ensuit que la Hessienne a un point double en ce point, et 
il est facile de déterminer les tangentes aux deux branches 
de la courbe -, car, pour que la droite MP soit tangente en 
ce point, il faut que le point M se confonde avec le point P, 
c'est-à-dire que la conjuguée de MP soit une des tangentes 
issues du point P à la conique (102), cette conjuguée est 
alors l'autre tangente. Les deux tangentes à la Hessienne 
au point P sont par conséquent les tangentes menées de ce 
point à la conique qui, avec le point P, constitue la Cay- 
leyenne. 

Corrélativement, si les courbes du second réseau ont une 
tangente commune, la Hessienne se réduit à cette droite et 
à une conique déterminée par points (56). Cette droite 
étant tangente à toutes les courbes du réseau peut être re- 
gardée comme une conique réduite à deux droites confon- 
dues, harmoniquement circonscrite à ces courbes. 11 existe 
donc alors dans le premier réseau une conique réduite à 
deux droites confondues, ce qui n'a pas lieu généralement. 
On verrait facilement, par un raisonnement analogue au 
précédent, que la tangente commune est tangente à deux 
branches de la Cayleyenne et que les deux points de con- 

8. 
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tact sont s(îs points d'intersection avec la conique qui con- 
stitue avec elle la Hessienne [PL III). 

Si la tangente commune est à Tinfini, le second réseau 
ne renferme que des paraboles; la Hessienne se compose 
d'une conique unique à distance finie, et la Cayleyenne a 
deux branches paraboliques dans l<»s directions des asym- 
ptotes d(î cette conique : le premier réseau est l'ensemble 
des courbes ayant respectivement les mêmes asymptotes 
que toutes celles d'un faisceau ponctuel. Pour que les deux 
points de contact sur la droite de l'infini soient les points 
circulaires de l'infini, il faut en outre que les deux couples 
donnés soient rectangulaires (56) \ le premier réseau est 
alors l'ensemble des hyperboles équilatères ayant les mêmes 
asymptotes que toutes celles d'un faisceau ponctuel d'hy- 
perboles équilatères ; la Hessienne est un cercle et la Cay- 
leyenne est doublement tangente à la droite de l'infini aux 
points circulaires : c'est l'hypocycloïde à trois rebrousse- 
ments engendré par un point d'un cercle qui rouhî dans un 
autre de rayon triple (*) . 

HO. Si les courbes du premier réseau ont deux points 
communs A et B, la Cayleyenne se compose de ces deux 
points et d'un troisième point Q (25). D'ailleurs, la droite 
AB et une droite quelconque passant sur le point Q for- 
ment une conique du premier réseau \ c'est donc un couple 
de droites conjuguécîs aux courbes du second (93), ce qui 
ne saurait avoir lieu, quelle qu(î soit la droit(î menée par le 
point Q, à moins que ce point ne soit par rapport à elles le 
pôle de la droite AB. Le second réseau est donc l'ensemble 
des courbes par rapport auxquelles ou connaît le pôle Q 
d'une droite AB et un couple de droites conjuguées, car le 
premier réseau renferme aussi comme couple de droites 



(') Cremonà , Sur l'hypocycloïde à trois rebroussenients {Journal de 
C relie- DorcharJt, l. LXÏV, p. loi). 
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deux droites passant respectivement par les points A et B 
et conjuguées au couple de points qui, avec les points A et 
B détermine ce système. De sorte qu'étant donnés le 
point Q et la droite AB ainsi qu'un couple de droites con- 
juguées pour déterminer le second, les deux points com- 
muns aux courbes du premier sont les points d'intersec- 
tion de la droite AB avec les deux droites du couple. La 
Ilessienne se compose alors de la droite AB sur laquelle il 
y a une infinité de couples de points conjugués communs 
aux courbes du premier réseau, et d'une conique, lieu des 
couples de points conjugués relatifs aux droites issues du 
point Q. Cette conique est aussi le lieu des points de 
contact des tangentes issues du point Q aux courbes du 
premier réseau, et le point Q est par rapport à elle le pôle 
de la droite AB (25). 

Si les points A et B sont les points circulaires de l'infini, 
le premier réseau est l'ensemble des cercles qui coupent 
ortliogonalement un même cercle, lequel forme alors avec 
la droite de l'infini la Hessienne, car il est le lieu des cou- 
ples de points conjugués relatifs aux droites issues du cen- 
tre radical commun. Ce cercle est aussi le cercliî ayant pour 
diamètre le segnient formé par l'un quelconque des couples 
de points conjugués, donc le cercle oithoptique d'une quel- 
conque des courbes du second réseau coïncide avec lui, et 
ce réseau est l'ensemble des courbes par rapport auxquelles 
on connaît les puissances de seconde espèce de trois points, 
ce qui détermine le cercle orthoptique (85). Réciproque- 
ment, nous savons qu'en effet lorsque ce cercle est déter- 
miné, tous les cercles qui le coupent ortliogonalement sont 
harmoniquement circonscrits à la conique. 

Corrélativement, si les courbes du second réseau ont 
deux tangentes communes, la Hessienne se compose de ces 
deux tangentes et d'une troisième droite D (57). D'ailleurs 
le point d'intersection des deux tangentes et un point quel- 
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conque situé sur la droite D forment une conique du ré- 
seau : c'est donc un couple de points conjugués aux coni- 
ques du premier, ce qui ne saurait avoir lieu, quel que soit 
le point pris sur la droite D, à moins que cette droite ne 
soit par rapport à elles la polaire du point d'intersection 
des deux tangentes communes. Le premier réseau est donc 
Tensemble des courbes par rapport auxquelles on connaît 
la polaire d'un point et un couple de points conjugués. La 
Cayleyenne se compose alors du point d'intersection des 
deux tangentes et d'une conique, enveloppe des couples de 
droites conjuguées relatifs aux points de la droite D. Cette 
conique est aussi Tenveloppe des tangentes aux courbes du 
second réseau en leurs points d'intersection avec la droite 
D (57) et le point d'intersection des deux tangentes com- 
munes est par rapport à elles le pôle de la droite D. 

Si les deux tangentes communes sont les droites qui joi- 
gnent un point F aux points circulaires de l'infini, le se- 
cond réseau est l'ensemble des coniques ayant pour foyer 
le point F et conjuguées à un couple de droites. La droite D 
subsiste toujours, et par corrélation, la conique 2, qui avec 
le point F forme la Cayleyenne, a également ce point pour 
foyer, et de plus la droite D pour directrice correspon- 
dante. En outre, le cercle C ayant son grand axe pour dia- 
mètre coupe orthogonalement les cercles analogues de 
toutes les coniques du réseau (S8). Les tangentes issues à 
la conique S d'un point quelconque de la droite D sont une 
conique du premier réseau réduite à deux droites, et c'est 
ce qui distingue ce cas du précédent (109), ou la Cay- 
leyenne se réduisait aussi à une conique et à un point, car 
alors sur deux droites formant conique du premier réseau, 
une passait par le point fixe et l'autre était tangente à la 
conique. Si l'on mène encore des tangentes à la conique S 
d'un s(MH)iid point de la droite D, on obtiendra une seconde 
conique du premic^r K<[\seau réduite à deux droites, laquelle, 
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par son intersection avec la première, donnera quatre points 
A, B, C, D, extrémités des cordes communes à un faisceau de 
coniques du premier réseau *, or il résulte des propriétés fo- 
cales que ces cordes sont vues du point F sous un angle droit; 
le cercle C est donc le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du point F sur les cordes des courbes du premier 
réseau, cordes vues du point F sous un angle droit. Ce ré- 
seau est donc alors Tensemble des coiu'bes par rapport aux- 
quelles on connaît le cercle analogue correspondant au 
point F, ce qui revient à donner la polaire d'un point et sa 
puissance de première espèce (76). 

m. La droite de Tinfini n'est généralement pas tan- 
gente à la Cayleyenne. Si cela arrive, les courbes du réseau 
ponctuel sont respectivement homothétiques aux courbes 
d'un faisceau ponctuel, et alors les milieux des trois seg- 
ments formés par les trois couples de points conjugués sont 
en ligne droite (21) ; la conjuguée de la droite de rinfinî. 
qui forme avec elle conique du réseau ponctuel, sera préci- 
sément celle qui joint les milieux des segments. Cette co- 
nique est aussi le cercle du réseau, car la droite qui joint 
les milieux des segments coupe à angle droit les cercles 
ayant ces segments pour diamètres. Comme elle doit aussi 
couper à angle droit les cercles orthoptiques de toutes les 
coniques du second réseau, il en résulte qu'alors ces cercles 
et par suite les coniques correspondantes ont leurs centres 
sur une même droite : ce qu'on pouvait énoncer immédia- 
tement en remarquant que cette droite, formant avec la 
droite de l'infini conique du premier réseau, forme avec 
elle un couple de droites conjuguées aux coniques du se- 
cond; donc celle de ces droites qui reste à distance finie 
passe par le centre de l'une quelconque de ces courbes. 
Des parallèles aux asymptotes de toutes les courbes du 
premier réseau formeront un faisceau en involution li- 
néaire, dont les rayons doubles indiqueront la direction. 
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des points conjugués communs situés à l'infini. Ces deux 
directions et la droite, lieu des centres, seront conséquem- 
ment les directions asymptotiques de la Hessienne (98). La 
Cayleyenne aura une branche parabolique dans la direc- 
tion conjuguée harmonique de la troisième par rapport aux 
deux premières. Les hyperboles équilatères du premier ré- 
seau auront deux de leurs points communs à Tinfini dans 
les directions des deux rayons conjugués rectangulaires du 
faisceau en involution linéaire formé par les asymptotes 
des courbes de ce réseau. Il y aura donc deux des cercles 
du second tout entiers à Tinfini puisqu'ils n'ont pas leurs 
centres sur la droite des centres, et les deux autres points 
communs aux hyperboles équilatères du premier réseau, 
qui sont les centres des deux autres cercles du second, se- 
ront sur la droite des centres. 

H 2. Si les deux points conj.ugués communs aux courbes 
du premier réseau, situés à Tinfini, sont les points circu- 
laires de l'infini, toutes ces courbes sont des hyperboles 
équilatères. Quant au second, il peut être regardé comme 
défini par les points circulaires de l'infini, qui sont une co- 
nique du réseau réduite à deux points, et par deux coniques 
quelconques. Un couple quelconque de droites formant co- 
nique du premier est rectangulaire, et comme il est conjugué 
aux deux dernières coniques qui déterminent le second ré- 
seau, il faut nécessairement que son sommet soit foyer d'une 
conique du faisceau tangentîel défini par ces deux courbes, 
car les couples de tangentes issues de ce point aux courbes 
de ce faisceau, étant conjugués par rapport aux deux droites 
rectangulaires, il y a un de ces couples formé par les droites 
qui joignent ce point aux points circulaires de l'infini. La 
Hessienne, lieu des sommets de ces couples, ne diifère donc 
pas dans ce cas du lieu des foyers des courbes du faisceau 
tangentiel défini par les deux dernières coniques qui déter- 
minent le second réseau. On retombe ainsi par ce qui pré- 
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cède sur toutes les propriétés connues de la courbe, lieu 
des foyers des coniques tangentes à quatre droites [PL IV) . 
D'abord elle passe par les points circulaires de l'infini, qui 
sont deux points conjugués^ ainsi que par les six sommets 
du quadrilatère des quatre tangentes, puisque deux som- 
mets opposés sont deux points conjugués ; elle passe aussi 
par les pieds des hauteurs du triangle des diagonales, puis- 
qu'une diagonale et la hauteur correspondante forment 
deux droites conjuguées (*). L'asymptote réelle est paral- 
lèle à la droite des centres (*) (lH), et, si l'on se sert pour 
la déterminer du procédé général qui donne la tangente à 
la Hessienne (99), on voit aisément qu'elle passe par le 
point symétrique par rapport à la droite des centres du 
foyer ip de la parabole tangente aux quatre droites ('). Car 
si l'on considère le point situé à l'infini, sur la droite des 
centres, ce point est sur la Hessienne, et les deux droites 
conjuguées issues de ce point sont la droite de l'infini sur 
laquelle les deux points conjugués sont les points circu- 
laires de l'infini et la droite des centres (lH). D'ailleurs 
la droite qui joint ce point à son conjugué est la parallèle 
à la droite des centres menée par le foyer de la parabole 
inscrite, car nous allons voir que deux points conjugués 
sont les deux foyers d'une même courbe tangente aux qua- 
tre droites, et la droite considérée joint le foyer de la para- 
bole situé à l'infini au foyer (p situé à distance finie. 
L'asymptote sera donc (99) la conjuguée harmonique de 
la dernière droite par rapport aux deux premières, c'est-à- 
dire 'la symétrique de la dernière par rapport à la droite des 
centres. De plus, il est évident que de chaque point de la 
courbe on voit les diagonales du quadrilatère des tangeuteç 



(») Fabre. 

(') Cremona. 

(') p. Serrbt, Géométrie de direction^ p. 198, 
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SOUS des angles ayant les mêmes bissectrices ('), puisque 
les droites issues d'un point de la Hessienne à deux points 
conjugués sont conjuguées harmoniques par rapport aux 
deux droites conjuguées issues de ce point (51). Ici ces der- 
nières seront donc leurs bissectrices^ puisqu'elles sont rec- 
tangulaires. On peut généraliser ce résultat, et dire : 

Théorème. — De chaque point de la courbe lieu des 
foyers des coniques tangentes à quatre droites, on s^oit 
les deux foyers d'une de ces courbes, sous un angle i^a- 
riable, mais dont les bissectrices restent les mêmes. 

Il résulte en efFet de ce qui précède que les droites qui 
joignent un point M de la Hessienne à deux points conju- 
gués ont pour bissectrices fixes les droites conjuguées is- 
sues de ce point : il ne reste plus qu'à démontrer que les 
deux foyers d'une même courbe sont deux points conju- 
gués; soient en effet F et F' ces deux points, l'angle des 
droites MF et MF' admet les mêmes bissectrices que l'angle 
des tangentes issues du point M à la courbe dont ils sont 
les foyers (')•, or, la courbe considérée étant tangente aux 
quatre droites, ces deux tangentes sont conjuguées harmo- 
niques par rapport aux droites conjuguées issues du 
point M, c'est-à-dîre que ces dernières sont leurs bissec- 
trices-, donc, pour conclure le point F du point F', on 
joindra MF, on mènera la symétrique de cette droite par 
rapport aux droites conjuguées issues du point M \ un autre 
point M' donnera de même une autre droite lieu du point 
F', lequel sera ainsi déterminé par la construction identi- 
que à celle qui donne le conjugué du point F (51). Nous 
avons exécuté l'épure [PL IF^) et nous avons également 
représenté la Cayleyenne qui est l'enveloppe des bissec- 
trices fixes. 



(') Serret, Géométrie de direction ^ p. 198. 
(') Chas'.es, Sections coniques, p. 195. 
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On pourra ainsi énoncer sur la courbe lieu des foyers 
des coniques tangentes à quatre droites toutes les proprié- 
tés relatives aux deux courbes qui nous occupent en rem- 
plaçant la Cayleyenne par Tenveloppe des bissectrices 
fixes , deux points conjugués par deux foyers d'une même 
conique, et deux droites conjuguées par deux bissectrices 
correspondantes. 

Si le quadrilatère des quatre tangentes est circonscrip- 
tible à un même cercle, il y aura une des courbes du second 
faisceau dont les foyers seront confondus, ou deux points 
conjugués confondus. On tombe donc dans un cas parti- 
culier de celui où toutes les courbes du premier réseau 
ont un point commun (109), celui où elles sont en outre 
des hyperboles équilatères : le point commun résultant des 
deux points conjugués confondus sera le centre du cercle 
inscrit. On peut donc dire que : 

Théorème. — Lorsqu'un quadrilatère est circonscrip- 
tible à un cercle, la courbe du troisième degré, lieu des 
foyers des coniques inscrites dans le quadrilatère a un 
point double au centre du cercle. Les tangentes en ce 
point sont rectangulaires et sont les bissectrices fixes cor- 
respondant à ce point. 

Car ce sont deux droites conjuguées (24). La Cayleyenne 
se réduit à ce point par où passe une bissectrice de chaque 
couple et à une conique définie (24) enveloppe de l'autre 
bissectrice. 

Si le quadrilatère est formé des quatre tangentes com- 
munes à deux cercles, les extrémités de chaque diagonale 
formant couple de points conjugués, on voit facilement 
en joignant un de ces six points a deux points conjugués 
que les bissectrices fixes ont deux points communs qui sont 
les points où la droite des centres coupe le cercle C qui passe 
par les extrémités des deux diagonales perpendiculaires à 
cette droite. Les hyperboles équilatères qui constituent le 
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premier faisceau ont donc deux points communs, qui doi- 
vent être les centres des cercles du second (94)-, et en effet 
les centres de ces deux cercles sont les points où le cercle C 
coupe la droite des centres. Le lieu des sommets des cou- 
ples est évidemment le cercle C, puisque ces couples sont 
rectangulaires et la droite des centres complète la Hes- 
sienne, lieu des foyers. Quant à la Cayleyenne, elle se ré- 
duit, aux deux points communs aux courbes du premier 
réseau, et au point situé à Tinfini dans une direction per- 
pendiculaire à la droite qui les joint (25). 

113. Enfin si les deux points conjugués situés à Tinfini 
sont dans deux directions rectangulaires, tous les cercles 
ayant même axe radical, qui admettent deux des trois cou- 
ples qui déterminent le premier réseau, admettant aussi ce 
couple situé à l'infini, font partie de ce réseau, et comme 
ils doivent couper orthogonalement tous les cercles ayant 
pour diamètres les segments formés par les couples de 
points conjugués, il en résulte que ce fait se présentera 
lorsque les cercles ayant pour diamètres les trois segments 
auront, non-seulement leurs centres en ligne droite comme 
précédemment, mais encore même axe radical. Les cercles 
orthoptiques du réseau tangentiel auront donc même axe 
radical, et Ton peut dire qu'à un réseau ponctuel dans le- 
quel il y a deux cercles correspond un réseau tangentiel, 
dans lequel deux conditions déterminantes sont les puis- 
sances de deux points, ce qui n'a pas lieu généralement, 
puisqu'un seul point a même puissance par rapport aux 
courbes du réseau (88). En général, on connaît dans le se- 
cond réseau les puissances d'autant de points qu'il y a de 
cercles distincts dans le premier (HO). 

H4. Corrélativement, si, parmi les points de la Hes- 
sienne, il y en a un tel que les deux droites conjuguées is- 
sues de ce point aillent aux points circulaires de l'infini, 
toutes les courbes du second réseau seront vues de ce point 
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SOUS un angle droit. Et en effet, ces deux droites, qui for- 
Dient conique du premier réseau, constituent un cercle de 
rayon nul : les cercles orthoptiques du second, qui le cou- 
pent orthogonalement, auront donc un point commun. Ce 
cas se présentera donc lorsqu'un des quatre cercles du pre- 
mier réseau aura son rayon nul. 

Il y a sur la Hessienne trois points pour lesquels les droites 
conjuguées sont rectangulaires, puisqu'il y a trois couples 
rectangulaires formant hyperbole équilatère du premier 
réseau^ il y aura dans le second réseau une infinité de co- 
niques ayant pour foyer l'un de ces points, ce qui n'a pas 
lieu pour tout autre point du plan (59). Ces coniques au- 
ront deux tangentes communes et formeront faisceau du 
réseau tangentiel, ce qui tient à ce que les trois cercles 
déduits de ce point et des trois couples de droites conju- 
guées qui déterminent le réseau, comme nous l'avons vu 
plus haut (59), ont même axe radical. 

115. Le dernier cas qu'il reste à examiner est celui où 
les courbes du premier réseau ont trois points communs. Il 
est évident qu'alors toutes les coniques conjuguées au 
triangle des trois points appartiennent au second réseau, 
car les premières leur sont harmoniquentent circonscrites, 
et comme c'est une condition triple , il n'y en a pas 
d'autre. 

Corrélativement, si les courbes du second ont trois tan- 
gentes communes, toutes les courbes du premier sont con- 
juguées au triangle de ces trois droites. L'ensemble des 
coniques conjuguées à un triangle peut donc être considéré 
soit comme un réseau ponctuel, soit comme un réseau tan- 
gentiel ^ il est facile de voir qu'en effet l'on peut choisir 
soit trois couples de points, soit trois couples de droites 
tels que toutes les coniques qui leur sont conjuguées soient 
conjuguées à un triangle donné. 

116. Nous résumerons cette discussion par le tableau 
suivant : 
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Conditions déterminant le réseau 
ponctuel. 

Cas général. — Trois couples quel- 
conques de points conjugués, ou les 
puissances de n points (n :^ 3) et 
3 — n couples, ou trois coniques 
dont une peut être un cercle et deux 
des hyperboles équilatères. 

Cas particuliers, — Un point et 
deux couples. 

Une des trois coniques est réduite 
à une droite. 

Cette droite est à Tinfini. 

Deux points et un couple. 

La polaire d'un point et un couple. 

Un couple est à l'infini. 

Les trois coniques sont des hyper- 
boles équilatères. 

Deux des coniques sont des cercles. 

Les trois coniques sont des cercles. 
La puissance et la polaire d'un 
point. 

Trois points. 

Un ti'i&ngle conjugué. 



Conditions déterminant le réseau 
tangentiel. 

Cas général, — Trois couples quel- 
conques de droites conjuguées, ou la 
puissance d'un point et deux cou- 
ples, ou trois coniques dont deux 
peuvent être des paraboles. 

Une des trois coniques est un cer- 
cle de rayon nul. 
Une tangente et deux couples. 

Les trois coniques sont des para- 
boles. 

Le pôle d'une droite et un couple. 

Deux tangentes et un couple. 

Les trois coniques ont leurs cen- 
tres en ligne droite. 

Les trois couples sont rectangu- 
laires. 

Les puissances de deux points et 
un couple. 

Les puissances de trois points. 

Les trois coniques ont un foyer 
commun. 

Un triangle conjugué. 

Trois tangentes. 



Quatrième cas. — Un système ponctuel du troisième 
ordre et un faisceau tangentiel contrauariants, 

.117. Les courbes du faisceau tangentiel ont alors quatre 
tangentes communes, et les trois couples de points formant 
coniques de ce faisceau sont précisément les trois couples 
de points conjugués aux courbes du premier (27). 

Si c'est le faisceau tangentiel qui est donné, on en con- 
clura le système ponctuel en construisant quatre coniques 
quelconques harmoniquement circonscrites à deux coni- 
ques du faisceau ^ si c'est Je système ponctuel, le faisceau 
sera déterminé par deux coniques quelconques liarmoni- 
quement inscrites à quatre coniques du système ponctuel ; 
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nous donnerons ultérieurement la solution de ces pro- 
blèmes. 

D'un point quelconque on peut mener aux courbes du 
faisceau tangentiel des tangentes formant un faisceau en 
involution linéaire, ce qui prouve que par un point quel- 
conque passent deux droites réelles ou imaginaires formant 
conique du système ponctuel* Si le point est sur Tune des 
tangentes communes aux courbes du faisceau, les deux 
droites conjuguées communes à ces courbes passant par ce 
point se confondent-, il y a donc quatre droites, réelles ou 
imaginaires, qui forment individuellement conique du sys- 
tème ponctuel ; ce sont les côtés du quadrilatère résultant 
des trois couples de points conjugués (27). 

Tous les cercles du système ponctuel satisfont à quatre 
conditions ponctuelles et ont même axe radical : d'ailleurs 
ils doivent passer par les centres des deux hyperboles équi- 
latères du faisceau (94, 2") ^ ils forment donc la série ortho- 
gonale aux cercles orthoptiques du faisceau (87). 

La conique du faisceau qui est vue d'un point donné 
sous un angle droit est Tenveloppe des polaires du point 
par rapport aux courbes du système ponctuel qui ont ce 
point pour foyer (94, 3**). 

118. S'il y a un cercle dans le faisceau, une des condi- 
tions déterminantes du système ponctuel est la puissance 
d'un point. Toutes les hyperboles équilatères de ce sys- 
tème, qui forment réseau ponctuel, ont alors un point 
commun qui est le centre de ce cercle (94, 2**). S'il y en a 
deux, c'est-à-dire si les quatre tangentes communes aux 
courbes du faisceau sont les tangentes communes à deux 
cercles, les deux conditions déterminantes du système ponc- 
tuel sont les puissances de deux points et toutes les hyper- 
boles équilatères de ce système forment un réseau ponc- 
tuel à deux points communs (2S) et dans lequel consé- 
quemment le point Q est à l'infini dans la direction per- 
pendiculaire à la droite des centres des deux cercles. 



128 CHAPITRE V. 

On ne peut pas supposer que les hyperboles équilatères 
du système tangentiel aient trois points conununs, car elles 
en auraient un quatrième et formeraient faisceau ^ or elles 
forment réseau. Mais il peut arriver que toutes les courbes 
du système soient des hyperboles équilatères ; alors deux 
couples de points conjugués communs de ce système ou, ce 
qui revient au même, deux sommets opposés du quadrila- 
tère des tangentes communes aux courbes du faisceau sont 
les points circulaires de Tinfini 5 c'est-à-dire que ces der- 
nières sont homofocales, et les foyers communs sont les 
deux autres points réels, conjugués communs aux courbes 
du système ponctuel. 

11 n'y a généralement dans le premier système qu'un 
faisceau de cercles, lesquels déterminent les puissances de 
deux points par rapport aux courbes du second dont les 
cercles orthoptiques ont, en effet, même axe radical*, s'il 
y en a trois et le réseau résultant, le cercle orthoptique 
d'une courbe quelconque du second système est déterminé, 
et l'on connaît de plus un couple de droites conjuguées. 
Nous avons appris (105) à déterminer les quatre tangentes 
résultantes *, elles forment un quadrilatère rectangle, et ré- 
ciproquement toutes les coniques inscrites dans un rectan- 
gle sont harmoniquement inscrites à trois cercles distincts. 
S'il y a quatre cercles dans le premier système, il y a tous 
les cercles du plan, lesquels satisfont en effet à deux con- 
ditions •, le second se compose alors de tous les couples de 
points situés à l'infini dans des directions rectangulaires. 

Si dans un des couples de points formant coniques du 
faisceau tangentiel, les deux points coïncident, ce dernier 
se compose de toutes les coniques tangentes à deux droites 
données en des points donnés. C'est ce qui 'arrive lorsque 
les courbes du premier système ont un point commun, car 
il forme un couple de points conjugués confondus. Si cela a 
lieu également pour un autre couple de points, les courbes 
du premier système sont toutes celles qui passent par deux 
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points donnés, et celles du second sont tous les couples de 
points conjugués de Tinvolution linéaire dont ces deux 
points sont les points doubles. 

Si un même point fait partie de deux des couples de 
points conjugués aux courbes du système ponctuel, ce sys- 
tème se compose des courbes par rapport auxquelles ce 
point a pour polaire la droite qui joint ses conjugués dans 
les deux couples et le faisceau tangentiel de tous les cou- 
ples de points formés par celui-là et un point quelconque 
de la droite précédente. 

Enfin, si toutes les courber du faisceau tangentiel sont les 
paraboles inscrites dans un triangle, celles du premier sont 
toutes celles sur lesquelles deux droites données intercep- 
tent respectivement des cordes ayant mêmes points mi- 
lieux. Tous les cercles de ce dernier sont alors les cercles 
concentriques ayant pour centre commun le point de ren- 
contre des hauteurs du triangle circonscrit aux para- 
boles. 

Cinquième cas. — Un système ponctuel du quatrième 
ordre dont toutes les courbes sont harmoniquement 
circonscrites à une même conique formant système tan- 
gentiel d'ordre zéro. 

419* Si c'est le premier système qui est donné, la coni- 
que harmoniquement inscrite en résultera ainsi que nous 
le verrons plus loin (125) ^ si c'est cette dernière, on con- 
struira facilement cinq coniques quelconques qui lui soient 
harmoniquement circonscrites et déterminent le premier 
système (34). 

Ce système renferme une infinité de couples de droites 
qui sont tous les couples de droites conjuguées à la conique 
triple, quatre hyperboles équilatères distinctes et le sys- 
tème ponctuel du troisième ordre résultant, et trois cercles 
distincts ainsi que le réseau ponctuel résultant. 

9 
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Par suite, ces hyperboles ne peuvent avoir qu'un point 
commun, c'est ce qui arrive lorsque la conique triple est un 
cercle^ elles passent toutes par le centre (94, 2**). Si elles 
en avaient deux, elles formeraient réseau, ce qui est im- 
possible. Dans le cas où la conique triple est un cercle, la 
condition déterminante du premier système est la puissance 
d'un point. S'il y a cinq hyperboles équilatères, il en. est 
de même de toutes les autres courbes du système, et la co- 
nique triple est formée par les deux points circulaires de 
l'infini. 

S'il y a quatre cercles, il y a tous les cercles du plan et 
une cinquième conique quelconque, et la conique triple est 
encore un couple de points qui sont les points doubles de 
l'involution linéaire déterminée sur la droite de l'infini par 
tous les cercles du plan et la cinquième conique. D'ailleurs 
il ne peut pas y avoir plus de quatre cercles distincts, 
puisque tous les cercles du plan ont deux points com- 
muns. 

Si la conique triple est une hyperbole équilatère, tous 
les cercles du système qui ont en général même centre radi- 
cal ont un point commun, centre de l'hyperbole (94, 2**), 
ce qui en est un cas particulier. 

Nous avons vu (36) que l'on peut construire deux droites 
formant conique du système sans la notion de la conique 
triple en s'en donnant trois points A, B, C, d'où il résulte 
un quatrième point Q, et dans cette construction le point Q 
est le même quels que soient A et B sur la droite AB, parce 
qu'il est le pôle de cette droite par rapport à la conique 
triple. 

La condition à laquelle satisfont toutes les courbes du 
faisceau est donc d'être harmoniquement circonscrites à une 
conique fixe (36). 

120. Nous croyons maintenant qu'il sera toujours pos- 
sible, au moyen des détails qui précèdent, de déterminer le 
système contravariant d'un système donné ^ il ne nous reste 
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plus qu'à donner les solutions de quelques problèmes, qui 
compléteront la théorie des coniques en iiivolution. 

Remarquons d'abord que toutes les coniques qui passent 
par trois points et qui sont harmoniquement circonscrites à 
une conique donnée, satisfaisant à quatre conditions' ponc- 
tuelles, passent par un quatrième point qu'il est facile de 
déterminer, car un des' trois systèmes de deux droites for- 
mant conique du faisceau ponctuel cherché se compose de 
la droite qui joint deux des points donnés et de ^Ue qui 
joint le troisième point au pôle par rapport à la conique 
donnée de la droite précédente. Les trois systèmes de deux 
droites ainsi obtenus passent par le point cherché, et l'on 
retombe en même temps sur ce théorème connu : 

Lorsque deux triangles sont réciproquement conjugués 
par rapport à une conique, ils sont homo logiques. 

121. Problèmes. — Construire la conique passant par 
quatre points et harmoniquement circonscrite à une co- 
nique donnée C. 

i*' Si les quatre points sont donnés directement, la po- 
laire de l'un d'eux par rapport à la conique donnée coupera 
la conique cherchée suivant les points conjugués communs 
à deux inyolutions linéaires, dont l'une a pour points dou- 
bles les points d'intersection de cette droite et de la coni- 
que donnée (66) et l'autre est déterminée par deux quel- 
conques des. courbes qm passent par les quatre points 
donnés. 

7? Si les quatre points sont communs à. deux coniques! 
déterminées,, on coupera ces deux courbes par une droite 
quelconque sur laquelle elles donneront un couple de 
points conjugués à la conique cherchée. Ces deux points 
forment une conique harmoniquement inscrite à la conique 
cherchée (93) ^ il en est de même de la conique C (66)^ 
donc il en sera de même de toutes les coniques du faisceau 
(angentiel qu'elles détermii^ent (68) et en particulier des 
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couples de sommets opposés du quadrilatère obtmu en me- 
nant des deux points des tangentes à la conique C. La droite 
qui contient Tun de ces couples coupera conaëquemm^it la 
conique cherchée en deux pointa connus, puisque ce sont 
les points conjugués communs à deux involutions linéaires 
dont Tune a pour points doubles ces deux sommets opposés 
et Tautre s'obtient au moyen des deux coniques détermi-» 
nant les quatre points. 

1^. Construire la conique passant par trois points et 
harmomifuement circonscrite à deux coniques données. 

Au moyen des trois pointa donnés et de chacune des co^ 
niques, on déterminera successivement un quatrième, puis 
un cinquième point de la conique cherchée ( ISO) (^). 

123. Construire la conique passant par deux points et 
harmoniquement circonscrite à trois coniques données. 

On cherchera les polaires de Tun des peints par rapport 
à chacune des trois coniques ; Tune de ces droites coupera 
la conique cherchée et la conique correspondante suivant 
quatre points en proportion harmonique (66); on aura 
donc ainsi trois couples de points conjugués et Ton retom-* 
bera sur un problème précédent (14). 

124. Construire la conique passant par un point et 
harwèaniquement circonscrite à quatre coniques don^ 
nées. 

On cherchera les polaires du point par rapport aux 
quatre coniques, ce qui ramènera le problème à un pro- 
blème précédent (16). 

125. Construire la conique harmoniquement circon^ 
scrite à cinq coniques données. 

On construira deux coniques harmoniquement eircon* 
scrites à quatre des coniques données en s'en donnant 



(* ) M. Smith a résolu ce problème de la même façon et a donné pour les 
trois suivant^ des solutions diifërentes {Proceedings, p. 87). 
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arbitrairement un point (124) ] elles détermineront un 
faisceau ponctuel dans lequel on construira la conique har- 
moniquement circonscrite à la cinquième (121). 

Une autre solution consistera à chercher cinq couples de 
points formant conique du système tangentiel défini par les 
cinq coniques données (64); ils seront conjugués à laco- 
nique cherchée et Ton sera ramené à un problème précé- 
dent (16) (105). 

. Nous n'insisterons pas sur les problèmes corrélatifs dont 
les solutions seraient entièrement analogues. 



FIN. 
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DE PRÉSENTER LA THEORIE DES ONDES LUMINEUSES; 
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1. On daîl, surtout depuis la publication des travaux 
inédits de Fresnel, que la belle découverte des lois des 
cristaux à deux axes a été révélée à son génie, plus profon- 
dément philosophique que mathématique (*), par une géné- 
ralisation intuitive de la. loi d'Huygens^ préalablement 
ti^ansformée par lui au moyen de la considération de ces 
ondes a k centre de courbure infiniment éloigné » , c'est- 
à-dire planes, qui donnent (*) « plus de simplicité » anlr 
recherches. Dès la publication de son immortel Mémoire 
sur la double réfraction ('), où îl semble déduire, d'un 
calcul de vibrations produites par des forces élastiques, des 
résultats qu'il avait trouvés tout autrement, presque tout 
le monde aperçut que la « théorie mécanique » dont il vou- 
lait les appuyer était défectueuse^ et Ton sentit le besoin 
d^une théorie réellement rationnelle de cet ordre important 
de phénomènes. 

Mais la base de cette théorie meilleure n'existait pas 
encore : il fallait la créer. 

Elle le fut, Tannée même, dans un autre but^ par deux 
hommes appartenant, comme Fresnel, au corps des Ponts 
et Chaussées. Navier, après avoir, en 1819, étudié d'une 
manière plus particulière qu'il n'avait fait depuis i8i3 la 
flexion des tiges élastiques, afin de mieux évaluer la résis- 

(') Voir rintrodttction iMse en tète de ses Œuvres complètes (1866), p. a8, 
71, 74 et Miivaiitet, par Emile Yerdet, enlevé à la science au même à^e que 
hii. foir aussi une Note au bas de. la page 81 1 du second volume. 

(') CSuvrms, i, II* premier Mémoire sur la double réfraction (19 no- 
vembre 183 1, p. 9i86)r. 

(') Présenté lea a6 novembre 1821, 22 janvier et 33 avril 1833/ 
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tance des pièces de charpente employées dans des situations 
variées (^), étendit, en iSao, ses recherches analytiques à 
des solides ayant deux de leurs dimensions beaucoup plus 
grandes que la troisième, c^est-à-dire aux plaques élasti- 
ques (*); puis, après avoir présenté (i8 mars 1821) une 
première partie de ses recherches sur le mouvement des 
fluides en ayant égard à leurs frottements intérieurs (*), il 
revint aux corps solides, et, dans un Mémoire du i4 mai 
i8ai (^), qui fait épopue, il fonda, en embrassant les trois 
dimensions supposées du même ordre de grandeur, la 
branche nouvelle de mécanique que Lamé a nommée la 
Théorie de V Elasticité, 

2. Cauchy,de son côté, sans attendre la publication, même 
partielle, de ce Mémoire justement célèbre de Navier, et en 
examinant seulement celui de 1820 sur les plaques, où il 
crut voir que l'auteur faisait entrer dans ses calculs deux 
sortes de résistances , Tune à Textensiou , l'autre a la 
flexion (^)j concevait l'idée de les réduire à une seule 
force, analogue a la pression dans les fluides, mais de 



(*) La partie du Mémoire de Navier du ^3 novembre 1819 (dont l'impres- 
sion aux Savants étrangers n'a pas reçu d'exécution), relative aux pièces 
courbes ou préalablement courbées, a été insérée par extrait au Bulletin de 
la Société Philomathiquey 1828, p. 98 et li4* ' 

(') Ce beau Mémoire, du 1 4 août 1 820, sur les plans élastiques ^ ne fut connu 
que par des copies llthographiées, comme on voit au Bulletin de la Société 
Philomathique de février 1828, p. 36. Un extrait considérable en fut inséré 
au même Bulletin, juin 1823, p. 92. 

O Cette première Communication, du i4 mai 1821, sur les fluides, a été 
Insérée par extrait au t. XIX des Annales de Chimie et de Physique, p. 344^ 
ainsi qu'au Bulletin de la Société Philomathique de mai 1822, p. 75. Le Mé- 
moire plus complet a été Iule i5 décembre 1822, inséré par extrait au 
même Bulletin, 1826, p. 40, et imprimé ensuite au t. YI des Mémoires de 
r Académie, 

{*) Ce Mémoire sur les Solides élastiques, inséré par extrait à la page 177 
du Bulletin, décembre 1824, a paru au t. VU des Mémoires de l'Institut. 

(*) Navier s'est défendu, dans une Note au Bulletin de la Société Philo- 
mathique de février 1828, p. 36, d'avoir fait cette distinction comme de 
forces d'espèce différente. 
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direction généralement oblique aux faces où elle s'exerce. 
Il établissait ainsi , dans un Mémoire du 3o septembre 
1822 (*), d'abord une théorie purement cinématique des 
dilalationset condensations d'un corps quelconque en divers 
sens autour de chaque point, puis ses beaux et féconds 
théorèmes relatifs aux pressions ou tensions (*) sur diverses 
faces, endéterminant leurs relations tant entre elles qu'avec 
les forces accélératrices ou les inerties, au moyen de la 
considération si simple de l'équilibre obligé d'un élément 
tétraèdre et d'un élément parallélépipède ; théories qui 
conviennent à l'intérieur de toutes les masses solides ou 
fluides, en repos ou en mouvement. 

3. Après avoir développé, de 1827 à 182g, les considé- 
rations très-générales qui se trouvaient ainsi en germe 
dans son Mémoire de 1822 ('), Cauchy, dont les équations 



(*) Recherches sur l* équilibre et le mouvement intérieur des corps solides 
oujluides élastiques ou non élastiques. On ne connaît ce Mémoire (paraphé 
à l'Académie le jour de sa présentation) que par l'extrait de moins de 
quatre pages qui en a été imprimé au Bulletin de la Société Philomathique 
de janvier 1823, p. 9, et par les citations que Cauchy en fait à la page 177 
du volume de 1 828 des Exercices de Mathématiques, où, après en avoir re- 
produit les formules, il les complète ou plutôt les rectifie aussitôt par 
l'addition, à celles des composantes normales dépression, d'un terme es- 
sentiel, moyennant lequel les formules, particularisées, se trouvent être 
d'accord avec les équations tant indéfinies que définies de Navier. 

(^) Dans toutes les formules données par lui et depuis lui, ces résultantes 
d'actions entre particules à travers diverses faces, qui oYit été appelées par 
Lamé forces élastiques, sont réellement des tensions ou tractions, et non des 
pressions proprement dites, lorsque leur valeur est positive. Aussi M. Clebsch 
les désigne par la lettre t suivie d'indices ( Théorie der Elasticitàt f ester 
Kôrper; Giessen, i863). 

(•) Verdet, à la p. 79 de son Introduction, ne cite que Cauchy, Green, 
Poisson, Lamé, comme continuateurs de la théorie de l'Élasticité, qu'il 
attribue k Fresnel. Il n'a pas connu apparemment le Mémoire du i4 mai 183 1 , 
de Navier, incontestablement inventeur de cette théorie, et, en ne parlant 
que des volumes des Exercices de Cauchy de 1827 et 1828, il n'a pas remar- 
que les renvois du volume de 1828 au Mémoire de 1822, où toutes les bases 
étaient posées (voir V Historique mise en tète de l'édition, i86/|, des Leçons , 
à l'École des ponts et chaussées, de Navier, n^* xxiij et xxiv). 

S.-V. a 
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s'appliquaient au mouvement intérieur de corps élastiques 
d'une contexture différente dans les divers sens, fut engagé, 
dit-il (*), par quelques personnes, à en faire une applica- 
tion à la théorie de la lumière. 

Dansune première Communication à r Académie, le 1 2 jan> 
vier 1829 ('), il arriva aux lois principales des vibrations 
lumineuses dans les systèmes isotropes ou d'égale élasticité 
en tous sens ('), et dans ceux où tout est symétrique autour 
d'un axe. Mais son premier mémoire généralement connu 
a été lu à l'Académie les 1®'' et 3i mai, 7 et i4 juin i83o (^). 
Comme Frcsnel, il supposa que le fluide éthéré, vu l'ex- 
trême petitesse de ses oscillations, vibrait à la manière 
d'un solide, c'est-à-dire d'un système de molécules con- 
servant leurs premiers arrangements entre elles, et, aussi, 
que celui qui remplit les intervalles des molécules des 
cristaux a été amené, par leur action, à un nouvel éiat 
stable dans lequel il possède, en divers sens, des résistances 
élastiques d'intensités différentes, comme s*il était cristal- 
lisé lui-même. 

Adoptant encore l'idée ingénieusement simplificatrice 
du grand physicien, il introduisit analytiquement, dans 
ses équations différentielles, la condition de mouvements 
se propageant par ondes planes, ou «( restant les mêmes 
» pour toutes les molécules situées dans chaque plan 
» parallèle à un plan invariable donné », ces mouvements 
vibratoires étant, d'abord, supposés rectilignes, ou tels que 
les déplacements des points, projetés suivant trois direc- 



(*) Bulletin des Sciences (du baron de Férussac), i83o»t. XIII, p. 4i5. 

(') On peut voir une récapitulation de ses travaux au Compte rendu des 
séances de l'Académie des Sciences du i5 janvier 1^9, t. XXVIII, p. 58. 

(') Le mot isotrope a été employé pour la première fois par Cauchy 
en 1843, séance de l' Académie du 12 septembre. 

{*) Il occupe les pages 19 à 7a du cinquième volumet inachevé, des^arer- 
cices de Mathémtuiques* 11 a besoin d'être complété, quant aux conclusiona 
surtout, par l'extrait cité du Bulletin, Férussac. 
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tîons rectangulaires, aient pour grandeurs trois constantes 
multipliées par une même fonction périodique, réductible 
au cosinus d'une fonction linéaire des trois coordonnées et 
du temps. Canchy tira de là presque immédiatement trois 
relations entre les trois angles, supposés donnés, qui déter- 
minent la direction de la normale commune aux plans des 
ondes, la vitesse commune de leur propagation, et trois 
autres angles, aussi inconnus, devant déterminer la direc- 
tion des petites vibrations rectilignes des molécules. 

L'élimination de ces trois derniers angles fournit, pour 
déterminer le carré de la vitesse de propagation, une 
équation du troisième degré^ indiquant que, d'après ces 
suppositions, une onde plane, provoquée quelque part, se 
divise généralement, en avant comme en arrière, en trois 
autres qui se propagent avec des vitesses différentes, et où 
les mouvements vibratoires affectent trois directions rec- 
tangulaires fixes , dépendant à la fois de la direction du 
plan de Tonde et de la con texture isotrope ou hétérotrope 
du milieu, c'est-à-dire de la grandeur relative des divers 
paramètresou coefficients d'élasticité entrant dans les équa- 
tions différentielles ainsi traitées. 

4. L'équation du troisième degré aux carrés des vitesses 
de propagation, si on la divise par le cube de son inconnue^ 
donne, en coordonnées polaires, une certaine surface dont 
les rayons vecteurs sont proportionnels aux inverses des 
vitesses de propagation des ondes planes qui leur sont per- 
pendiculaires. C'est, comme il a été remarqué depuis, la 
polaire réciproque, par rapport à une sphère concentrique 
d'un rayon égal à l'unité, de la surface des ondes lumi- 
neuses^ à trois nappes, surface qui a pour propriété carac- 
téristique d'hêtre tangente, à chaque instant, à toutes les 
ondes planes qui seraient parties du centre d'ébranlement, 
ou de l'origine, en même temps et dans tous les sens. 

Pour que cette analyse donne la surface d'onde qui a été 
trouvée, par Fresnel, si bien et si indépendamment de la 

a. 



8 DE SAINT-VENANT. 

partie aujourd'huî rejetée de sa théorie mathématique, il 
faut d'abord, si Téther de l'intérieur des cristaux est 
réellement de contexture élastique différente en divers sensj 
qu'il offre trois plans rectangulaires de symétrie de con- 
texture, ce que la théorie de Fresnel lui présentait à tort 
comme devant avoir lieu pour tout système élastique. Mais 
Cauchy démontre qu'il faut de plus pour cela, en prenant 
(afin de simplifier) pour axes coordonnés les trois inter- 
sections mutuelles de ces plans de symétrie, qu'il y ait 
entre les neuf paramètres ou coefficients d'élasticité res- 
tants, quatre certaines relations qu'il indique (*). 

Moyennant, en effet, ces quatrecondi lions, et pourvu aussi 
que l'élher ne supporte pas préalablement (n** 14 ci-après) 
des pressions considérables inégales en divers sens, la po- 
laire réciproque de l'onde, du sixième degré en coordonnées 
ordinaires, se décompose en un ellipsoïde et en une surface 
du quatrième degré 5 et l'onde elle-même se partage, 1° en 
un autre ellipsoïde, donnant des vibrations que l'on recon- 
naît être à peu près longitudinales ou presque perpendi- 
culaires aux plans des ondes, et 2° une autre surface du 
quatrième degré, celle de Fresnel, donnant 'des vibrations 
qu'on trouve être à peu près transversales, c'est-à-dire 
s'écarlant peu du plan des ondes planes ou tangentes à 
cette surface, dans les limites toujours étroites des degrés 
de biréfringence qu'offrent les cristaux connus. 

5. Ces quatre conditions ou relations de Cauchy, en 
apparence compliquées et singulières, expriment néanmoins 
très-approximativement (*) ce qu'il y a de plus simple en 



(») Ce sont les relations (i56), (160), (164 ) et (172), p. 64 à 67 du Mé- 
moire cité de Cauchy, de i83o. Les trois premières portent le n® 6 à l'article 
du Bulletin Férussac, 

(') Mémoire sur la distribution des Élasticités autour de chaque point 
d'un solide ou d'un milieu de contexture quelconque, particulièrement 
lorsqu'il est amorphe sans être isotrope (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées de M. Liouville, t. VIII, 2« série, août et septembre i863. Toir au 
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fait de constilulion élastique après Tisolropie, à savoir l'état 
ou la constitution d'un milieu dont Tisotropie primitive 
aurait été altérée par des compressions ou dilatations iné- 
gales, qui, comme on sait, peuvent se réduire à trois dans 
des directions rectangulaires. Comme l'onde de Fresnel 
détermine admirablement, quand on se tient à une première 
et déjà très-grande approximation, toutes les circonstances 
de la marche de deux des trois systèmes d'ondes planes, 
ou celles des deux rayons à vibrations quasi-transversales 
et éclairantes, il résulterait ainsi des premiers travaux de 
Cauchy que si l'éther de l'intérieur des cristaux se trousse 
dans un état élastique hétérotrope, comme il le supposait 
après Fresnel, ce doit être cet état simple à'isotropie alté" 
rée par des actions qui aitraient cessé d'agir après avoir 
produit leur effet. 

6. Cauchy aperçut bientôt que cette analyse de mai et de 
juin i83o ne suffisait pas pour expliquer des phénomènes 
lumineux plus délicats, tels que la dispersion, la polarisation 
circulaire, etc. Aussi, dès le mois suivant, il insérait dans 
un recueil (*), à la suite d'une Note sur la réflexion et la 
réfraclion, une page sur la dispersion, où il tenait compte, 
suivant un conseil qu'il dit lui avoir été donné par Coriolîs, 

n9 23) p. 4o6). On peut en donner une démonstration plus simple et plus 
générale que je n'ai fait alors. 

J'ai dû, dans ce Mémoire de i863, car cela était dans mon sujets faire, des 
conditions présentées par Green pour que les vibrations soient exactement 
transversales dans les cristaux, une réfutation qui atteint également les con- 
ditions de biréfringence proposées par Lamé, et prouver que ces conditions 
n^expriment que l'isotropie, qui exclut la biréfringence. Aussi Lamé et 
Green ne sont pas compris dans l'analyse que je fais des recherches de di ^ 
vers auteurs sur la lumière. Il importe que des hommes de talent ne s'éga« 
rentplus, en pareille matière {Journal des Mathématiques, 1866, t. XI, p. 5), 
sur les errements des deux illustres auteurs de tant d'autres travaux plus 
dignes d'eux. Je ne crois pas utile, non plus, de mentionner quelques ten- 
tatives qui ont été faites par Poisson, en regardant l'éther comme tenant du 
solide et du fluide dans les vibrations qu'il exécute (T. XIII des Mémoires 
de l'Académie des Sciences, iSSq). 

(*) Bulletin de M, de Férussac, t. XV, p. 9. 
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de termes ilifTércntiels d'un ordre supérieur au second dans 
les séries de Taylor, exprimant les grandeurs relatives des 
déplacements de molécules très^voisines les unes des autres. 
Il j montrait qu^en ajoutant seulement à Téquation diffé- 
rentielle d'un de ces déplacements projetés un terme 
affecté de sa dérivée quatrième par rapport à une coordon- 
née transversale, comme il en résulte, dans Texpression de 
la vitesse de propagation, Taddition d'une partie inverse- 
ment proportionnelle au carré de la longueur d'onde, la 
mise en compte d'un pareil terme suffisait pour donner la 
vitesse de propagation d'autant plus petite que cette lon- 
gueur est plus grande, et par conséquent pour faire varier, 
en conformité avec l'eYpérience, la réfrangibilité avec la 
couleur du rayon. Cette idée fut développée dans un grand 
Mémoire sur la dispersion de la lumière^ dont l'impres- 
sion, commencée en France en i83o, fut complétée à 
Prague en i835 et i836 (^). Nous dirons plus loin les diffi- 
cultés sérieuses qui s'opposent à ce que ce point de vue 
soit adopté [Voir vi? 17). 

7. L'examen que fit Gauchy, dans le même Mémoire de 
i836, de ce qui doit se passer lors de la réfraction et de la 
réflexion de la lumière (*), le détermina bientôt à considé- 
rer un mouvement par ondes planes plus général que ne 
sont les mouvements vibratoires recti lignes et de même 
amplitude partout. 11 reconnut d'abord, en novembre 
i838 (') que les trois équations différentielles des déplace- 

(^) Nouveeuix Exercicea de Mathématiques. Fbir aussi diverses lettres de 
Cauchy à Ampère aux Comptes rendus des séances de VActidémie des Sciences; 
i836, 11 février, p. 183; 39 février, p. 207; à Libri, 38 mars, p. 34i; 11 avril^ 
p. 364; 3 mai, p. 4^7; 9 mai, p. 4^5. 

(') Nouveaux Exercices de Mathématiques^ p. 56 k 60 et 300 à 2o3, et 
Lettres insérées aux Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences 
de i836, premier semestre, où un Mémoire lithographie la môme année 
wt souvent cité. 

(•) 19 et 36 novembre, Comptes rendus des séances de VJcadémie des 
Sciences^ t. VU, p. 867 et 907. 
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ments moléculaires pouvaient encore être satisfaites en ajou- 
tant trois constantes, de grandeurs différentes, aux arcs des 
cosinus dont les trois projections de ces déplacements sont 
affectées comme on a dit (n° 3); ce qui suffit pour faire par- 
courir aux molécules, au lieu de lignes droites, de petites 
ellipses parallèles à un deuxième plan invariable (son 
premier plan ini^ariable étant* celui auquel les ondes sont 
parallèles). Puis, dans un second Mémoire, présenté le 
mois suivant (*), il montra que les mêmes équations pou- 
vaient être satisfaites tout aussi bien si les trois multipli- 
cateurs des cosinus étaient affectés d'exponentielles réelles, 
dont les exposants soient de même forme linéaire en 
jr,j^, z, I, que les trois arcs des cosinus, avec des coeffi- 
cients négatifs qu'il a appelés d'extinction par le temps et 
d^extinction par l'espace; car il en résulte que les am- 
plitudes des oscillations moléculaires décroissent en pro- 
gression géométrique, à mesure qu'il y a accroissement 
arithmétique, ou du temps, ou de la distance des diverses 
molécules à un certain troisième plan ins^ariable. 

Les conditions, généralement au nombre de six, quedoî- 
^nt remplir les constantes entrant dans ces expressions 
nouvelles et plus générales des déplacements moléculaires 
p^ ondes planes, peuvent être établies en les substituant 
da^s les trois équations différentielles à satisfaire, et en 
^aanl séparément à zéro, après les développements, ce 
quiiffecte le cosinus et ce qui affecte le sinus de la partie 
varî^)le des arcs dans chaque équation. 

M^s on obtient bien plus facilement ces six conditions 
si, av^it la substitution, l'on remplace les trois cosinus par 
des e^onentielles imaginaires dont ils sont les parties 
réelles^t si ensuite on dédouble en six, par la séparation 



(') 10 ei\i décembre, Comptes rendus des séances de V Académie dès 
Sciences, t. JI, p. 985 «t 1044. 
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des parties imaginaires, les trois équations symboliques 
ainsi obtenues d'abord. 

L'extinction par le temps, bien que possible analytique- 
ment, est toujours abstraite dans les calculs, parce qu'elle 
ne répond à rien d'observable; en sorte qu'on n'y laisse 
subsister que des y ihvaiions persistantes. Et, quant à l'ex- 
tinction par l'espace, qui est inie rapide diminution des 
amplitudes des vibrations à partir d'un certain plan et 
d'un des deux côtés de ce plan, comme elle serait accora- 
pagnée, du côté opposé, d'une rapide augmentation, inad- 
missible si le plan se trouve dans l'intérieur d'un milieu, 
Cauchy ne la suppose y exister qu'à partir d'une face 
séparant ce milieu d'un autre milieu d'une nature diffé- 
rente. Il en résulte des rayons appelés évanescents. 

8. Muni de ces expressions plus générales des déplace- 
ments moléculaires possibles par ondes planes, et en les 
prenant surtout sous la forme d'exponentielles dont les ex- 
posants linéaires ont des coefficients tant imaginaires que 
réels, Cauchy put donner une admirable analyse de la for* 
mation de rayons réfléchis ou réfractés, les uns propageable, 
les autres évanescents, à la surface de séparation de deu 
milieux quelconques, dont l'un peut être opaque. Il arrVa 
ainsi, entre autres résultats remarquables, à prévoiries 
faits de polarisation elliptique, dont de belles et déliâtes 
expériences de M. Jamin ont merveilleusement confrmé 
l'existence annoncée (*), et qui se passent surtout poir des 
angles d'incidence égaux ou presque égaux à celu' sous 
lequel on regardait, jusque-là, la polarisation parréiexion 
comme complète. 

9. Il fallait, spécialement pour évaluer les qualités de 
lumière réfléchies et transmises sous diverses încdences, 
pouvoir poser les conditions du raccordement da ondes, 
qui s'opère sur la limite mutuelle de deux milieux, ou les 



(*) Divers articles des Comptes rendus, vers 1849 et i85o. 
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relations qui doivent exister entre les mouvements des 
molécules éthérées en deçà et au delà de leur surface de 
séparation. On pouvait présumer ce que ces conditions 
devaient être pour la grande partie, car Fresnel, a priori^ 
en avait posé plusieurs, dont il avait déduit des formules 
vérifiées par des faits nombreux (^). Pour obtenir les mêmes 
résultats principaux avec la théorie nouvelle, Cauchy 
aperçut qu^il fallait supposer Tégalité, de part et d'autre et 
à des dislances insensibles de la surface de séparation^ non- 
seulement entre les composantes, de même direction, du 
déplacement des molécules éthérées, mais même entre leurs 
dérivées premières, prises par rapport à une coordonnée 
perpendiculaire à cette surface. 

Or, il s'agissait de motiver rationnellement ces condi* 
tions, dites de continuité^ ou de changement graduel et non 
brusque, ni rapide, des mouvements d'un côté à l'autre. 
Cauchy avait à les rendre compatibles avec sa théorie, où 
l'éther était supposé avoir des résistances élastiques et aussi 
des densités différentes dans Tair et dans les divers corps 
solides où il se trouve répandu 

Cette difficulté a longuement et à bien des reprises oc- 
cupé Cauchy ('). Et l'on peut dire aujourd'hui qu'il ne l'a 
jamais surmontée, et qu'elle ne pouvait pas l'être. 



(*) Mémoire sur la loi des modifications que la réflexion imprime à la lu- 
mière polarisée, t. I de ses Œuvres complètes^ n<> xxx« p. 767 et déjà aux 
n^* XVI, XVII, XXI, XXIX. 

(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences^ 18 mars iSBg, 
t. Vin, p. 374, ou (publié à part) : Méthode générale propre à fournir les 
équations de condition relatives aux limites des corps dans les problèmes de 
Physique mathématique. — On peut voir déjà aux Nouveaux Exercices 
(Prague, i835), p. 202, 2o3, mentionné le Nouveau principe de Mécanique^ 
qu'il croit pouvoir avancer, qu'il promet de développer, et qu'il rappelle 
au t. VIII cité des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
p. 969, dans une réponse à M. Mac-Cullagh; et aussi, au t. XVI (i843), 
33 janvier, p. i52, et 1848, t. XXVII, p. 99. 

On peut voir au t. X, 17 février 1840, p. 266, Timportance que Cauchy 
attribuait au principe de cette méthode. 



l4 BS fÀIlIT-TENÂRT. 

En effet, le principe des conditions à remplir aux limites 
mutuellesdes corps, dans l'intérieur desquels diverses forces 
agissent et divers mouvements se produisent, n'était point 
à trouver; il résulte de la simple application des théo- 
rèmes généraux de la mécanique, sans hypothèses excep* 
tionnelles. Ces conditions^ dès i8ai, avaient été posées par 
Navier, qui arrivait, par la méthode générale de la méca- 
nique analytique de Lagrange, à établir â la fois les équa- 
tions différentielles dites indéfinies ou relatives à tous les 
points de Tintérieur d'un solide élastique, et les équations 
de condition dites définies ou aux limites, s'appliquant aux 
points de la surface enveloppe. Quoiqu'il ne parlât pas de 
pressions intérieures, il est facile de voir, en comparant 
ces dernières équations avec les formules de pressions trou- 
vées peu après par Poisson et Cauchy, que les équations 
de Navier reviennent à égaler les trois composantes des 
pressions extérieures que les éléments de la surface-enve- 
loppe supportent, avec les composantes, de sens opposé, 
des pressions intérieures, s'exerçant sur ou à travers les 
mêmes éléments. C'est aussi en posant pour deux milieux 
contigus, entre les pressions de part et d'autre de leur face 
de séparation, de pareilles égalités, ressortissant naturelle- 
ment des intégrales doubles que l'intégration par parties de 
Lagrange détache des intégrales triples entrant dans l'équa- 
tion générale d'équilibre ou des travaux virtuels relative à 
tout le système, que Green, Mac-Cullagh et M. Neumann 
établissaient leurs conditions-limites en traitant les pro- 
blèmes de la réflexion et de la réfraction* 

Or, avec l'hypothèse que fait Cauchy, d\me élasticité 
inégale de Péther dans les milieux de nature différente, 
l'égalité ainsi posée, soit par une pareille analyse, soit à la 
suite du plus simple raisonnement, entre les pressions 
exercées de part et d'autre, ne saurait donner cette conti" 
mdtè du mouvement dont il dit qu'il faut adapter le prin- 
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cipe (^)> et qui satisfait aux expériences. Aussi, après avoir 
exposé ses doutes embarrassants (*), il conclut à rejeter la 
méthode de Lagrange ('), et jusqu'à Téquation générale de 
Téquilibre et du mouvement) de Tauteur de la Mécanique 
analytique (*), comme ne pouvant, dit-il, s'appliquer aux 
questioos du genre de celles qui l'occupent. 

10. Mais cette égalité dont nous parlons, des pressions 
exercées de part et d'autre sur une même surface, ne dépend 
ni de l'usage du calcul des variations À la manière de La- 
grange, ni de 1 équation générale, par d et 5, de nullité de 
la somme des travaux virtuels des forces, tant motrices que 
d'inertie, dont toute la Mécanique analytique est en quel- 
que sorte le développement. Comme la pression sur un 
élément de surface n'est autre chose qu^une résultante d^ao- 
tions moléculaires qui s'exercent à travers sa superficie, le 
principe général incontesté de Tégalilé de chaque réaction 
à Faction contraire entraine nécessairement celui de Téga.- 
lité des pressions sur ses deux côtés. Et cette égalité doit 
toujours être posée, si les deux pressions sont supposées 
n'être exercées que sur une couche d'un mélange, dont on 
admettrait Texistence, entre les molécules des deux mi- 
lieux contigus (tels que l'air et le verre) ^ car un prisme 
de cette couche intermédiaire, qui ne peut être supposée 
qu'excessivement mince, ne saurait être tenu en équilibre 
à Taide des autres actions, qui seraient exercées sur sa 
surface latérale de hauteur excessivement petite, si ses 
deux bases, de dimensions incomparablement plus grandes^ 



(*) Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, t. XXVII^ 
p. loo; 1848. 

(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XVI, p. i54» 
1843. 

(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XXVIII, 
p. 37; 1849. 

(^) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XXVIIlt 
p. 60$ 1849. 
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éprouvaient des pressions sensiblement différentes. Aussi 
les équations aux limites, dont le premier type se trouve 
au Mémoire de Navier, et qui mettent simplement en équi- 
libre les pressions venant de l'extérieur et les pressions 
venant de l'intérieur, se rencontrent aussi aux Mémoires 
de Poisson, de Lamé, etc. 5 et Caucby reconnaît, lui- 
même (*), les avoir employées avec succès dans ses recher- 
ches sur les tiges et sur les plaques élastiques ('), bien qu'il 
n'ait jamais fait usage du calcul des variations ni de la mé- 
thode générale de Lagrange ('). 

Vainement chercherait-on à concilier la variation con- 
tinue des mouvements avec une différence considérable 
entre les grandeurs des coefficients d'élasticité de l'éiher 
dans les deux milieux, en alléguant que dans la nature il 
n'y a pas de changement brusque^ et que, dans une couche 
-de transition, ces coefficients peuvent avoir toutes les gran- 
deurs intermédiaires. Vu rexirême minceur d'une pareille 
couche (si elle existe), les dérivées des coefficients d'élas* 
ticité, par rapport à une coordonnée normale, y seront 
extrêmement considérables, comme il arriverait dans une 
couche qu'on supposerait servir de lien entre deux corps 
élastiques pondérables, tels que l'air et un métal. Elles 
rendront fort considérables aussi, et comme brusques, les 
différences entre les grandeurs des dérivées des déplace- 
ments moléculaires, qui sont des fonctions de ces coeffi- 

(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences; 3 janvier 1849, 
t. XXVIII, p. 27. 

(*) Exercices de Mathématiques ; 1828 et 1829. 

{*) Gauchy objecte (Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences 
du i5 janvier 1849» t. XXVIII, p. 60), contre Tégalité des pressions exercées 
des deux côtés de la surface de séparation, qu'il faudrait, pour être auto- 
risé à la poser, tenir compte à la fois des actions des molécules de Téther 
\ et de celles des molécules pondérables entre lesquelles celles-là sont ré- 

pandues. Mais cette complication, si elle était nécessaire à introduire, ne 
ferait qu'augmenter la difficulté de la conciliation du principe de conti- 
nuité de Gauchy avec la différence supposée de résistance élastique de l'éther 
dans les deux milieux. 
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cients. Or cela sera contraire, précisément, à celte conii- 
nuitéj à celte variation graduelle et fort lente, d'un milieu 
à l'autre, qu'il faut supposer avec Fresnel et Cauchy, dans 
les mouvements de l'éther de deux milieux contigus, pour 
arriver aux résultats que l'expérience a fournis. 

H . Ces considérations donnent lieu de penser que l'étlier 
a la même résistance élastique dans les corps solides que 
dans le vide, ainsi que l'ont supposé deux des auteurs 
dont nous analyserons plus loin les recherches; que ce 
fluide, ou, pour mieux dire, cet immense solide impondé- 
rable est, et par une suite nécessaire, isotrope ^ ou de même 
contexture élastique dans toutes les directions, aussi bien à 
l'intérieur des cristaux (|ue dans l'aîr, l'eau ou le verre, etc.; 
et qu'il faut chercher, ailleurs que dans des différences de 
résistance élastique dans plusieurs milieux et en plusieurs 
sens, la cause de la double réfraction, etc. 

12. Aussi bien Cauchy cherchait déjà ailleurs, pendant 
cette même année 1839, la cause d'autres phénomènes que son 
analyse de x83o ne pouvait expliquer. A cet effet, ne con- 
servant de ses précédentes recherches que la forme linéaire 
et homogène des équations différentielles du second ordre 
des déplacements très-petits des points de l'éther, il se livra 
à des considérations purement analytiques tendant à déter- 
miner quelles conditions les coefficients constants de ces 
équations doivent remplir, pour qu'elles présentent une 
forme indépendante de la direction des trois axes des coor- 
données des mêmes points, ou seulement de deux de ces 
trois axes (*). Pour ne parler ici que de ce qui concerne 
les trois axes à la fois, s'ils peuvent être changés de toutes 
les manières, c'est-à-dire non-sèulement de direction dans 
l'espace, mais encore de sens les uns par rapport aux 



{*) Exercices d* Analyse et de Physique mathématique , t. 1, p. loi à iSa, 
ou Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 'il\ juia 1839, 
t. VIU, p. 985. 
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autres, en sorte qu'on puisse remplacer Tun d*eux par son 
oppose, sans changer les deux autres, ou réciproquement, 
il reconnut que les coefQcients se réduisent à deux, affec- 
tant, dans chaqne équation supposée homogène du second 
ordre, Tun, une dérivée de la dilatation cubique, l'autre, la 
somme des trois dérivées secondes, par rapport à chacune 
des trois coordonnées, d'un même des trois déplacements 
projetés (u, f^, w). Il retrouvait ainsi les équations déjà 
établies pour l'état élastique appelé par lui isotrope. 

Mais si les trois axes coordonnés ne peuvent être tournés 
ifVL ensemble autour de leur origine, sans changer de sens, 
si ce n'est tous trois à la fois, l'isotropie analytique n'est 
pas complète; elle est, comme nous dirons plus loin, dis- 
symétrique, ou non accompagnée de symétrie par rapport 
à des plans; et les équations contiennent alors d^antres 
termes, affectés d^un troisième coejjficient, qui multiplie 
les dérivées de trois binômes différentiels réciproques 
dfp dp du dw dv du 

•^■^ —— — , "«i— 9 — — —— • 

djr dz dz dx dx dy 
Les moitiés de ces binômes représentent, comme Cauchy 
l'a montré peu après (*), les rotations moyennes des points 
d'un élément du milieu, autour de parallèles aux trois axes; 
et les termes qui les contiennent mettent sur la voie d'ex- 
pliquer les rotations que certains corps ou certaines dis- 
solutions font éprouver aux plans de polarisation. 

Mais il s'agissait de savoir quelles dispositions molécu- 
laires peuvent être propres à introduire de pareils termes 
ou de pareilles relations ; et cette pure analyse ne pouvait 
l'apprendre. 

13. Cauchy eut donc, eh 1849, ^^^ pour ce point de 
théorie que pour d'autres, une idée nouvelle, celle d'ad- 
mettre qu'à l'intérieur des systèmes réguliers et réticulaires 
de molécules pondérables, disposées en cellules égales et de 



(*) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. ÏI, p. 3ai. 
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même orientation, qui constituent les cristaux, les atomes 
ëthérés, disposés de la même manière dans toutes les mailles 
ou alvéoles, Tétaient d'une manière inégale aux divers 
points de chacune d'elles, d'où il suivait que les équations 
diûTérentielles linéaires représentant les petits mouvements 
vibratoires de Téther des cristaux devaient avoir leurs 
coefficients, non pas cohstants, mais périodiques ('), à 
savoir représentables par des fonctions de coordonnées rec- 
tangles ou obliques x,^, z^ supposées reprendre les mêmes 
valeurs toutes les fois que ces coordonnées sont augmentées 
ou diminuées respectivement d'une ou plusieurs fois les 
trois dimensions imperceptibles a, &, c, des cellules cris- 
tallines. 

Les déplacements eux-mêmes doivent se composer d'une 
partie moyenne relative à chaque cellule, et d'une partie 
périodique, oscillant autour de zéro. On a besoin, pour 
Tétude des phénomènes, de déterminer seulement les 
parties moyennes relatives à chaque endroit : mais on ne 
les obtiendrait pas avec une exactitude qui suffise pour 
toutes les explications si, dans les équations différentielles 
des déplacements individuels, l'on remplaçait chaque coef- 
ficient périodique par la grandeur moyenne autour de la- 
quelle il oscille lui-même; car on sait qu'en général la va- 
leur moyenne d'un produit peut différer très-sensiblement 
du produit des valeurs moyennes de ses facteurs, supposés 
faire, de part et d'autre, des écarts périodiques et régu- 
liers (*). Gauchy indique donc comme à opérer, avant de 
chercher à intégrer les équations, une première analyse. 



(*) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 3 décembre 1849, 
t. XXiX, p. 64i*644; 3, 17 et 33 décembre 1849, t. XXIX, p. 6/|i» 738, 
762; et 14 janvier i83o» t. XXX, p. 37. 

(*) Si, par exemple, les deux facteurs osGiUent autour de zéro, en sorte 
que leurs valeurs négatives compensent, en moyenne, leurs valeurs positives, 
comme les produîu de celles- là entre elles sont positifs comme les produits 
de celles-ci, le produit moyen ne sera pas zéro nécessairement. 
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coDsistant à remplacer leurs coefficients, ainsi que leurs 
trois inconnues, par des sommes d^une partie non-pério- 
dique et d^un nombre indéfini de termes affectés de puis- 
sances de trois exponentielles périodiques, c^est*à-dire à 

exposants 271 y/ — i multipliés par - ou -r ou -•, puis, 

après les multiplications, à identifier les termes des deux 
membres contenant leurs trois mêmes puissances. Il en 
résulte, en divisant de part et d'autre par ces exponen- 
tielles, une suite d'équations différentielles linéaires en x, 
y, z^ «, à coefficients constants. Elles sont résolubles, 
comme on sait, par des sommes de solutions particulières 
consistant, chacune, dans le produit d'un coefficient aussi 
constant par une autre exponentielle périodique (dite ca- 
ractéristique)^ dont l'exposant est une fonction linéaire des 
mêmes quatre variables or, ^, z, t. Ces solutions particu- 
lières répondent À des mouvements simples ou par ondes 
planes. En en substituant une dans chacune des équations 
différentielles, Cauchy les ramène à des équations algé- 
briques du premier degré entre des coefficients constants; 
puis il observe qu'o» peut, en se bornant à un nombre 
fini de termes des séries, éliminer entre les équations les 
coeflScients des parties périodiques, de manière à avoir, 
pour les parties moyennes ou non périodiques des dépla- 
cements (c'est-à-dire pour ce qu'on veut obtenir), des solu- 
tions aussi particulières^ qui sont ce que l'on tirerait de trois 
équations différentielles nouvelles, dites auxiliaires y n'ayant 
que des coefficients constants; équation qu'on peut con- 
struire d'après la forme aperçue de leurs solutions (*)• 



(*) Du moins y c'est à ces trois éqaations, contenant les déplacements 
moyens, que M. Sarrau ( ci- après , n® 18) attribue cette dénomination 
à! auxiliaires; bien que Cauchy ait peut-être voulu désigner ainsi {Compte 
rendu de la séance du lo décembre 1849, t. XXIV, p. 689) les équations 
différentielles en nombre indéfini, à coefficients constants, qu'il tire d'abord 
des trois équations à coefficients périodiques. 



THÉORIE DES ONDES LUMINEUSES. 21 

Cauchy apercevait que les trois équations différentielles 
nouvelles^ tirées ainsi d'équations primitives du second 
ordre, contiendraient et fourniraient de ces termes d'ordre 
supérieur, pairs et impairs, dont on a besoin pour cer- 
taines explications désirées. • 

Mais, suivant une habitude qu'il n'eut que trop à cette 
époque de sa carrière, où il se contentait ordinairement de 
jeter de grandes et ingénieuses idées qui débordaient de sa 
riche imagination, Cauchy ne développa point celle-là 
dans ses conséquences. Il ne s'aperçut pas, ainsi, que la 
méthode qu'il indiquait, si on l'emploie de plusieurs 
manières, dont aucune n'est moins légitime que les autres, 
peut donner des résultats les uns conformes, les autres 
contraires à l'expérience, et qui ainsi se contredisent [F^oir 
plus loin n? 21). Ce n'est donc point encore là qu'il faut 
chercher l'explication dé ces phénomènes délicats ou de 
seconde approximation qu'on vient de citer, et dont 
l'importance est si grande. 

14. L'analyse de i83o donnait, aux vibrations des rayons 
polarisés rectilignement, une direction perpendiculaire au 
plan de projection du rayon lumineux sur celui des ondes, 
qu'il coupe obliquement en général. Cela revenait à les 
rendre parallèles au plan de polarisation, comme ont fait 
aussi Green, Neumann et Lamé, tandis que dans la théorie 
de Fresnel les vibrations sont perpendiculaires à ce même 
dernier plan. Parl'une et par l'autre supposition on obtient, 
pour l'onde courbe des cristaux à deux axes, la surface de 
Fresnel; mais l'explication d'autres particularités des 
phénomènes lumineux parait exiger la perpendicularité 
aux plans de polarisation. Cauchy a donc cherché comment 
il pourrait l'obtenir dans son système d'inégale élasticité 
de l'éther suivant trois directions. Il n'y parvînt qu'en 
imposant, indépendamment des quatre conditions dont on 
a parlé ci*dessus (n®* 4 et 5), deux autres conditions, qui 
reviennent, en dernière analyse, à ce que l'éther qui est 
S.-V. 3 
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logé dans rintérieur des cristaux se trouverait constam- 
ment soumis^ par |cela seul, et suivant les directions rec- 
tangulaires de leurs trois axes principaux de contexturC) à 
trois pressions normales, dont les difTérences deux à deux 
sont justement égales aux trc^s différences, aussi deux à 
deux, de ses trois coefficients correspondants de résistance 
élastique au glissement relatif des parties (*)• Cela est fort 
peu probable et même difficilement possible, en sorte que 
si la perpendicularité, voulue par Fresnel, est réelle, 
comme il n'y a guère lieu d'en douter, et s'il n y a pas 
d'autre moyen que celui-là de l'obtenir dans l'hypothèse 
de l'inégale élasticité de l'éther suivant diverses dii^ections, 
elle offre une puissante raison de plus pour rejeter cette 
inégalité. 

15. Les vibrations longitudinales ou quasi longitudinales 
et non lumineuses que fournit analytiquement l'assimilation 
de l'éther à un solide élastique sont regardées, par la plu- 
part des géomètres-physiciens, comme un embarras. Bien 
que Cauchy eût fait en 1 83o (*) , aux objections que soulevait 
leur apparition dans les formules, une réponse simple, à 
laquelle on peut ajouter d'autres raisons (^), il chercha 
encore en 1839 la condition pour que le rayon non éclai- 
rant n'existe pas dans ce qui vient du corps lumineux, et 
pour que, s'il se forme aux dépens d'une petite partie de la 

(') Mémoire sur la polarisatioÀ rectiligne et la double réfraction, du 
30 mai 1889 (^imprimé au t. XVUI^ i843> des Mémoires de l* Académie des 
Sciences). 

En effet, dans régalité (142) P — G = Q - H = R — P du § I de ce Mé- 
moire) G, H, I sont, dans les trois sens Xyjr^ z^ les composantes normales 
de pressions antérieures aux déplacements moléculaires vibratoires, et per- 
sistantes ; et P, Q, R sont les coefficients de résistance élastique au glisse- 
ment. 

Voir aussi une Note insérée au Compte rendu de la séance de l'Académie 
des Sciences du 17 août j863, t. LVII, p. 38g. 

(>) Bulletin Férussac, t. XIII, n» 217, p. 426. 

(•) Mémoire Sur la distribution des élasticités, de l863, n® 2k{Jourruil de 
Mathémaiiques), 
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Imnière dans la réflexion et la réfraction de celle-ci, il 
s'éteigne k une distance imperceptible de la surface où il 
a pris naissance. 

Pour cela, se bornant aux milieux complètement iso- 
tropes, il trouva (*) pour cette condition que les deux 
coefficients du cas d'isolropie parfaite ou symétrique, dont 
on a parlé (n° 12) comme d'un résultat d'analyse pure, et 
qu'il a appelés i et tf, devaient avoir une somme nulle, ou 
que I -f- f == o. Et il trouve même que cette somme i-h f de- 
vrait être un peu au-dessous de zéro pour que les vibrations 
longitudinales créées par l'acte de la réflexion et de la 
réfraction s'éteignent à peu de distance ('). 

D*après les calculs d'actions moléculaires qui l'avaient 
conduit aux mêmes équations pour les solides isotropes^ 

on aurait i 1 = > et i = > p représentant la den- 

P . . ^ 

site, G le coefficient d'élasticité de glissement de la matière, 

et Pq la pression ou plutôt la traction ou tension égale en 

tous sens, que l'éther isotrope éprouvait déjà avant les petits 

déplacements de ses molécules, et éprouve encore en sus 

de ce qui provient à chaque instant de ces déplacements 

en chaque endroit. 

Il faudrait donc P^ + 3 G = o et même un peu au-dessous 

de zéro. Cela est d'accord avec ses premières recherches, 

d'après lesquelles le carré de la vitesse de propagation des 

P -4- 3G 
ondes à vibrations longitudinales est — ^ Et cela re- 

° ^ P 

viendrait, avec la notation de Lamé, à X -f- 2 (x = ou <]o, car 

c = ~)tf= ^' Cette condition, au premier abord, ne 



{*) Exercicei d* Analyse et de Physique matkémaeique, 1. 1, p*3i4) 24^ > ^^ 
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences y aS novembre iSSg^ 
t. IX, p. 677, et a décembre, p. 727. 

(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 9 décembre i83g 
t. IX, p. 765. 

3. 
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parait pas impossible, vu qu'en n'attribuant aux molécules 
de Téther que des actions mutuelles répulsives et rapide- 
ment décroissantes avec Pinverse de la distance molécu- 
laire, Pq et G semblent pouvoir avoir des signes différents. 
Mais la difficulté ainsi évitée fait place à d'autres; car il est 

difficile que le carré — ^ de la vitesse de propagation des 

ondes à vibrations transversales soit positif si -^ estnul 

P 

ou négatif. Peut-être que de très-fortes agitations deFéther, 
étrangères à celles qui se propagent et éclairent, rendent 
Tintensité moyenne de l'action mutuelle de deux molécules 
étbérées très-différente de l'intensité réelle de l'action qui 
répondrait à leurs situations moyennes ou de repos; en 
sorte que les coefficients i et c f ne seraient plus ce qu'ils 
semblent être d'après les calculs de la mécanique moléculaire, 
faits pour un état moyen ou statique. Mais, plutôt que de 
tenter d'après cela quelque explication nouvelle, il con- 
viendrait probablement de laisser à l'avenir la tâche de 
dévoiler le mystère, et de déterminer ce que deviennent les 
vibrations longitudinales de Téther^ comme ce que peuvent 
devenir aussi des vibrations transversales tout aussi invi- 
sibles, et dont la formation, au contact des corps lumi- 
neux, est aussi probable que celle des vibrations dont la 
longueur d'onde se trouve dans les justes limites de la per- 
ceptibilité reconnue. La difficulté aura été heureuse, si 
sa solution future se trouve liée à quelque vue plus com- 
plète, à quelque découverte capitale qu'il serait prématuré 
de pressentir. 

16. Parmi les disciples et les continuateurs de Cauchy, 
il faut distinguer d'une manière toute particulière M. Briot. 
Le savant maître de conférences, connu par de beaux tra- 
vaux d'analyse pure, et par des traités où la lucidité et la 
concision se rencontrent presque constamment alliées, 
commença en iSSg à s'occuper des phénomènes lumineux, 



THÉORIE DES OKDES LUMINEUSES. ^5 

et présenta jusqu'à la fin de i863 quatre Mémoires (^), qu'il 
fit suivre^ en 18649 ^^ la publication d'un opuscule très- 
substantiel où 9 sous le titre d'Essais sur la Théorie de la 
lumière (*) , il reproduisit, en les coordonnant, ses vues nou- 
velles, et y joignit, sous forme condensée, tout ce qu'il con- 
servait de la théorie de Cauchy. La réflexion et la réfrac- 
tion étaient exceptées : il les traila, depuis, d'une manière 
complète, dans deux Mémoires de 1866 et 1867 ('). 

Il pose, comme Cauchy faisait en i83o, des équations de 
mouvement de Téther fondées sur un calcul de résultantes 
d'actions exercées sur une molécule par toutes celles qui 
l'environnent à de petites distances , leurs intensités 
moyennes étant supposées fonctions des moyennes dés 
distances moléculaires, que des vibrations étrangères aux 
phénomènes limiineux peuvent faire changer continuelle- 
ment. 

Il montre tout d'abord que l'éther, dans les corps 
cristallisés, ne peut pas affecter lui-même une structure 
cristalline^ comme Cauchy le pensait en i83o^ car s'il en 
était ainsi, observe M. Briot, les cristaux du système 
cubique polariseraient la lumière, contrairement à l'expé- 
rience. Si, comme il le pense avec Cauchy, l'éiher est hé- 
térotrope dans les cristaux des autres systèmes, il ne peut s'y 
trouver qu'à l'état d'inégale compression dans deux ou^trois 
sens rectangulaires, ce qu'on a vu plus haut (n^^5 et 14) 
résulter de l'une comme de l'autre des deux manières dont 



(*) 5 décembre iS5g, Prop€igation de la lumière dans les milieux cristal- 
lisés; 16 janvier 1860, Polarisation circulaire; 4 mars 1861, Note sur la théo- 
rie de la lumière; a3 novembre i863. Sur la dispersion {Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences, t. XLIX, p. 888; L| p. i4i> LH, 
p. 398; LXllI, p. 868). 
: (') Essai sur la Théorie mathématique de la lumière, in-8^; 1864. 

(') Comptes rendus des séancesdel* Académie des Sciences, 34 décembre 1866, 
t. LVIII, p. ma, et Journal de Mathématiques, septembre 1866, p. 3o5. 

Sur la réflexion et la réfraction cristallines, même journal, juin 1867» 
p. i85. 
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Caucliy a obtenu ^ au moins approximativemetit, la surface 
de Fresnel. 

Dans le système prismatique régulier, ou â un axe, le 
calcul fait par M. Briot montre que le rayon ordinaire a 
ses vibrations moléculaires perpendiculaires à Taxe du 
cristal, et exactement transversales ou parallèles au plan des 
ondes, tandis que les vibrations du rayon extraordinaire 
ne sont que quasi transversales, ou font un petit angle avec 
ce plan. 

La polarisation circulaire exige la dissyméirie de struc- 
ture du cristal solide, ou des mol écules intégrantes répandues 
dans la dissolution où s*accomplit ce phénomène, qui ne 
s'explique bien, avec ses lois constatées, qu'en admettant, 
dans les équations différenlielles du mouvement, des termes 
du troisième ordre suffisamment grands pour influer, 
M. Briot introduit ces termes au moyen de la supposition, 
faite par Gauchy en 1849? d'inégalités périodiques dans la 
distribution des atomes de Tétber ; il en développe, à ses 
Essais de 1864, les calculs, dont il n'avait fait qu'indiquer 
le résultat en 1860. Au mémoire ou à la Note de 1861, il 
montre que le fait, expérimentalement établi, de la con- 
stance de la vitesse de propagation du rayon ordinaire pro« 
duit par les cristaux à un axe quel que soit l'angle fait avec 
cet axe par Tonde incidente, exige que les vibrations soient, 
comme le pensait Fresnel, perpendiculaires au plan de 
polarisation. 

17« Le dernier des quatre Mémoires de M. Briot, anté- 
rieurs à i864i 6st relatif à la dispersion. L'auteur montre 
clairement quVlle ne saurait être expliquée (ainsi que nous 
avons dit au n® 6) comme l'avait espéré Caucby, en tenant 
compte des termes différentiels d'ordre pair et supérieur 
au second, notamment ceux du quatrième ordre, dans les 
développements de Taylor exprimant les différences entre 
des déplacements de molécules voisines; car ces termes, s^ils 
pouvaient avoir une influence notable, donneraient, pour 
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]es rayons diversement colores, des vitesses de propagation 
différentes aussi bien dans le vide on les espaces célestes 
que dans les corps solides tels que le verre 5 or cela est con- 
traire à ce qu'apprend l'observation des étoiles changeantes. 
En conséquence, M. Briot fait dépendre aussi la disper- 
sion des termes que fournit la supposition d'une distribu- 
tion périodique de Féther. Il montre qu'en astreignant à 
certaines conditions la forme de la fonction des distances 
entre molécules, qui mesure l'intensité de leur action re- 
connue répulsive, on peut remplir toutes celles qu'il pose 
pour les diverses explications, notamment celle de la con- 
stante vitesse de propagation du rayon dit ordinaire. Si la 
fonction est,par exemple, supposée algébrique et monôme, 
c'est-à-dire inverse d'une certaine puissance de la distance 
moléculaire, M. Briot montre que celte puissance devrait 
être la sixième. Il ne cherche pas, dans ses écrits de iSSg 
à 18649 ^ annuler, comme l'avait tenté Cauchy, les vibra- 
tions longitudinales (n** i5), ce qui, toujours avec la forme 
monôme, exigerait la puissance ^ au lieu de la puissance 6, 
et entraînerait des impossibilités. On peut voir, cependant, 
dans son Mémoire de 1866, relatif à la réflexion et à la 
réfraction à la surface de séparation de deux milieux iso- 
tropes, qu'il regarde comme possible cette annulation^ ou 
cette prompte extinction des vibrations longitudinales (^)^ 
ce qui entraînerait à renoncer à la loi de répulsion trouvée 
dans ses écrits précédents, où il la proposait sans doute 
simplement comme exemple analytique. 

Du reste, dans ce Mémoire de 1866, et dans celui de 1 867 
qui est relatif à la réflexion et à la réfraction par les cris- 
taux, M. Briot donne, de ce double phénomène, une théorie 



(*) Journal de Mathématique$f t. XI, p. Sig et 335, n^* 15 et 22 du Mé- 
moire. Son analyse est empruntée en partie au Mémoire do Gaucby du 
a mars i84o ( Compiet rendus des séances de VAeadémie des Sciences^ t. X, 
p. 347). 
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complète et mathématiquement exacte, en partant, comme 
de chose établie, du principe de continuité, en effet incon- 
testable, de Cauchy et de Fresnel, auquel il donne même, 
dit-il, plus d'extension. 

En cherchant à motiver théoriquement ce principe (voir 
ci-dessus, n^ 9), il ne parle point de la pression mutuelle 
des deux milieux, qui avait été considérée par Green, par 
Mac-Cullagh, par Neumann, et, avant eux, dans des ques- 
tions dont Tanalogie n^esi point douteuse, par Lagrange, 
Poisson et Cauchy lui-même. S'il l'avait considérée, il eût 
aperçu, sans aucun doute, que ce principe de continuité 
des mouvements, adopté pour ses conséquences, n^est point 
compatible avec la supposition, faite d'après Cauchy, 
d'une élasticité différente de l'éther dans les deux milieux 
que sépare la surface où s'opèrent la réflexion et la réfrac- 
tion. 

18. Bien que M. Sarrau, ingénieur des manufactures 
de l'Etat, dans ses deux remarquables Mémoires sur la 
propagation et la polarisation de la lumière dans les 
cristaux (^), ne se soit point occupé de la réfraction et de la 
réflexion (^), il a adopté une supposition avec laquelle la 
difficulté que nous venons de signaler dans leur explica- 
tion n'existe pas. Il a en effet, et pour un autre motif, 
supposé que dans tous les milieux l'éther a la même élas- 
ticité, ou oppose la même résistance au déplacement relatif 
de ses parties; que cette résistance élastique est aussi la 
même en tous sens autour de chaque point, en sorte que, 
jusque dans l'intérieur des alvéoles ou cellules intermolé- 
culaires égales et semblablement orientées dont les cristaux 
se composent, l'éther ne cesse nulle part d'être isotrope. 

(*) Présenté en i865 : Comptes rendus des séances de V Académie des 
Scieries, 5 juin, t. LX, p. 1174» et publié au Journal de Mathématiques ^ 
janvier et février 1867, p. i et 33; février et mars 1868, p. 69 et 88. 

(') Si ce n'est dans un très-court passage, n^ 4 du chapitre IV, p. 87 de 
son deuxième Mémoire. 
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Mais, d'un point â Fautre de chaque cellule, il admet que 
sa densité change, à cause de Tattraction qu'exerce sur lui 
la matière pondérable, en sorte que cette densité de l'éther 
est une fonction périodique des coordonnées des points du 
milieu cristallin où il se trouve disséminé. 

Cette périodicité (celle de la densité) est la seule dont la 
théorie de M. Sarrau exige l'existence dans la constitution 
de Pétber des cristaux. Elle lui suffit, sans avoir besoin de 
spécifier la forme de la fonction représentant la variation 
de la densité dans chaque cellule, pour tirer, à la manière 
de Cauchy (n° 13), des équations différentielles du second 
ordre à coefficients périodiques où se trouvent engagés les 
déplacements effectifs des atomes éthérés, ces équations, 
dites auxiliaires, à coefficients constants, où n'entrent plus 
que leurs parties non périodiques, c'est-à-dire les déplace- 
ments moyens locaux, et qui contiennent, avec leurs déri- 
vées du second ordre, ces dérivées d'ordre supérieur, spé- 
cialement du troisième et du quatrième ordre, qu'on a dit 
être nécessaires aux explications de la double réfraction 
circulaire et de la dispersion. 

Je n'ai pas besoin de citer et d'analyser ici, avec l'éloge 
que méritent les diverses parties de ce beau travail, la ma- 
nière élégante dont il développe et interprète d'abord, dans 
toute sa généralité, l'idée de Cauchy, en en résumant l'ap- 
plication dans un théorème qui fournit sans calcul les équa- 
tions auxiliaires ; ni la série si bien ordonnée des variétés 
de forme qu'il donne aux équations suivant les diverses 
symétries, etc., de structure cristalline définies géométri- 
quement par Bravais, et expérimentalement par les miné- 
ralogistes et les physiciens. Qu'il me suffise de dire que tous 
les résultats des expériences, même les plus singuliers, tels 
que ceux qui sont offerts par le quartz, le chlorate de soude, 
l'acide tartrique, etc., se rangent dans les explications 
qu'offrent ses équations, avec la spécialité que leur imprime 
la structure constatée de chaque cristal; en sorte que 
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son dernier chapitre peut, comme il le dit (*), servir de 
complément et de commentaire aux dernières recherches 
de Fresnel, en mettant en outre les expérimentateurs sur 
la trace de nouveaux sujets de recherches. 

19. M. Sarrau se débarrasse hardiment et nettement 
des vibrations longitudinales en faisant (') la supposition 
un moment indiquée par Gauchy, revenant (n° 15) à 
I -+. c f = o, ou Po -h 3G = o, ou X -H 2fx s=3 o suivant les 
notations, et qui reproduit e^cactement, dii-il, les faits 
d'observation, en donnant « une extrême simplicité aux 
équations des phénomènes»; supposition dont il serait 
difficile de préciser la cause physique, mais dont on peut, 
continue-t-il, retrouver l'origine dans une hypothèse de 
Fresnel sur la constitution de Féther. Comme les deux 
termes du binôme quHl annule ainsi sont deux fonctions 
de la densité de l'éther (*), on voit que Vinaptitude de cet 
agent à propager des vibrations longitudinales, quelle que 
soit sa densitéy que M. Sarrau fait varier comme on a dit, 
viendrait de ce qu'une certaine fonction 9(p)-l-^(p) de 
cette même densité p serait constamment zéro malgré le 
changement de grandeur de sa variable. Il faut convenir 
que c'est une propriété un peu difficile à admettre dans une 
fonction. 

Quoi qu'il en soit, M. Sarrau obtient ainsi, entre autres 
choses, la perpendicularité, supposée par Fresnel, des vi- 
brations rectilignes au plan de polarisation, et même au 
rayon lumineux de l'intérieur des cristaux biréfringents ; 
ce qui fait faire généralement à ces vibrations un petit 
angle avec le plan des ondes. 

20. La dispersion n'entrait pas dans le programme que 
M. Sarrau s'était imposé par le titre de son Mémoire, pro- 



C*) N» 8, du chapitre IIl du deuxième Mémoire, p. 83. 

(*) N<> 16, ou fin du chapitre M du deuxième Mémoire, p. 78. 

(*) K<« 4 et S du chapitre Ul, p. 8i. 



THÉORIE nus ONDBS LVMII9EUSES. 3l 

gramme qu'il a abondamment rempli par son analyse tou- 
jours féconde et aus larges allures. Il s'est donc borné à 
dire (*) que les termes différentiels d'ordre sujpérieur au 
second, qu'engendre le passage des équations à coefficients 
périodiques aux équations à coefficients constants, sont 
propres à expliquer ce phénomène comme les autres. Si 
Phabile analyste avait voulu traiter de la dispersion avec 
détail, je pense qu'il aurait, avec ses habitudes d'exacti- 
tude, éprouvé quelque embarras. Les verres ont un pou- 
voir dispersif considérable : or, puisqu'ils sont isotropes, 
vu que <c leurs molécules n'ont entre elles aucun arran- 
gement déterminé », l'éther de leur intérieur ne saurait 
offrir cette disposition par cellules égales et de même 
orientation, produisant la périodicité régulière dont on a 
pu dégager les termes différentiels propres aux explTcations 
désirées. Dans un verre, la densité moyenne de Téthep, 
variable d'un espace intermoléculaire à l'autre, peut bien 
être sefnsiblement constante quand on prend un grand 
nombre d'espaces •, mais cette loi des grands nombres 
ne constitue pas une périodicité 5 ou bien elle constitue ce 
qu'on pourrait appeler une périodicité indéterminée si l'on 
veut absolument voir dans cette sorte d^alternance quelque 
chose de périodique. Nous avons dit (n® 15) que deux 
quantités périodiques dont chacune a zéro pour moyenne 
pouvaient avoir un produit moyen différent de zéro : et, 
en effet, si chacune des deux quantités dont on parle est 
représentée par l'ordonnée variable d'une courbe sinueuse 
laissant, entre elle et l'axe des abscisses, des aires d'égale 
superficie au-dessus et au-dessous de <;et axe rectiligne, et 
si Ton trace une autre courbe dont les ordonnées soient 
proportionnelles aux produits des deux ordonnées de celles- 
ci pour la même abscisse, comme les produits d'ordonnées 



(*) N« 9 dn chapitre IH, p. 89. 
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négatives sont positifs, ainsi que ceux dWdonnées posi- 
tives, la troisième courbe pourra offrir une somme d'aires 
positives bie^ plus considérable que la somme d'aires néga- 
tives qu'elle offre aussi ; d'où une ordonnée moyenne pO' 
sitive. Mais cela ne peut avoir lieu que sous des conditions 
de concordance, telles que celles qui peuvent être offertes 
par une périodicité régulière, jointe à lacommensura- 
bililé dés périodes. Si l'on a deux lignes très-sinueuses sans 
régularité, où, pour une certaine longueur d'abscisses, les 
ordonnées positives équidistantes et suffisamment nom- 
breuses compensent très-approximativement , en somme 
totale pour chaque ligne, les ordonnées négatives, la même 
compensation approchée devra s'établir entre la somme de 
leurs produits positifs et la somme de leurs produits néga-* 
tifs^ c^, vu le défaut absolu de régularité dans les chan- 
gements d'un sens à l'autre, il n'y a aucune probabilité 
pour qu'une de ces deux sommes de produits soit plus 
grande que l'autre. Le produit moyen des ordonnées, ré- 
pondant aux mêmes abscisses, sera donc zéro comme les 
facteurs moyens. 

Si l'on allègue que toute fonction peut être représentée 
et exprimée par une série de quantités régulièrement pé- 
riodiques, telles que des cosinus ou des exponentielles 
imaginaires, il peut être répondu que, lorsque la fonction 
est d'une grande complication, le nombre des termes de la 
série doit être pris excessivement grand : et cette ressource 
de représentation d'expressions manque même lorsque la 
fonction est indéterminée, ou changeante quand on passe 
d'un point à un autre point, ou d'une file de molécules à 
une autre file. Il n'est donc permis, dans aucun cas, pour 
l'intérieur d'un verre, de représenter la densité de Téther 
et ses déplacements par des séries périodiques réduites à 
un nombre limité de leurs termes, comme on fait finale- 
ment lorsqu'on emploie le procédé de Cauchy. Ce serait, 
en effet, remplacer arbitrairement le verre par up cristal. 
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cubique ou autre, et l'on n'aurait de la dispersion qu'une 
e^splicatîon illusoire et comme suLreptice. 

M. Sarrau, d'après le titre de son Mémoire, relatif aux 
cristaux y n'a pas eu à parler, non plus, des dissolutions 
salines ou saccharines qui impriment des rotations au:!c 
plans de polarisation. S'il l'avait tenté, toujours au moyen 
des équations qui sont le résultat d'une supposition de 
périodicité régulière de la variation de densité de l'éther, 
il aurait certainement rencontré la même difficulté que 
pour la dispersion produite par les matières vitreuses et 
amorphes. 

21. La périodicité, d'ailleurs, même régulière, même 
cristalline, donne lieu, dans sa mise en œuvre, à une autre 
difficulté plus grave peut-être. M. Sarrau divise constam- 
ment, par la densité p de l'éther (comme avait fait Cauchy), 
les divers termes de ses équations différentielles, en sorte 
qu'au lieu de les écrire comme elles ont été posées pour la 
condition de l'équilibre dynamique, ou de leur donner 
pour premiers membres, comme Cauchy, Poisson, La- 

, d*u d*(f d^w ., , . d^u d^v d^w 

me, etc., p —, p —, p _ , ,1 écrit —, -, — pour 

ces membres, u^ u^ w étant les déplacements en trois sens 
y^x^z. Il s'ensuit, comme il suppose l'élasticité constante, 
et constants par conséquent les coefficients d'élasticité qui 
affectent, dans les seconds membres, les dérivées de u^ v^ w 
par rapport aux coordonnées^ que le seul coefficient pério- 
dique qui figure dans ses équations est l'inverse - de la 

densité, ou plus généralement, comme il le suppose, une 
fonction de p, appelée e (*). C'est à cette fonction de la den- 
sité, affectant ainsi tout le second membre de ses équations, 
qu'il substitue sa valeur moyenne constante, plus des termes 
périodiques, en faisant des substitutions semblables pour 

C) T. XIII, p. 82 (no 6 déjà cité du chapitre III du deuxième Mémoire). 
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les déplacements u, 9, iv; d*où il tire à la manière de Gau* 
chy, et pour les diverses formes cristallines, les équations 
avec déplacements moyens (les auxiliaires) • Elles lui four- 
nissent, pour la double réfraction et la polarisation rota- 
toire, etc., des lois de proportionnalité conformes aux expé- 
riences. 

Mais le facteur p aurait pu tout aussi bien être laissé 
dans le premier membre. En égalant à une quantité pério- 
dique, suivant Thypothèse, cette valeur variable de la den- 
sité, au lieu d'y égaler son inverse -5 comme p affecte une 

dérivée seconde par rapport au temps y tandis que -> de 

l'autre manière, affectait des dérivées secondes par rapport 
aux coordonnées, on conçoit que le résultat ne soit pas le 
même, et qu'il rende ce dont on cherche la loi proportion- 
nel à autre chose. C'est ce qui arrive en effet. De cette se- 
conde manière, la plus naturelle des deux, se dégagent des 
lois fausses, contraires à l'expérience, et consistant en ce 
que le pouvoir biréfringent, au lieu d'être sensiblement 
indépendant de la longueur d'onde, serait en raison inverse 
de son carré, tandis que le pouvoir rotatoire, qui est à peu 
près en raison inverse du carré de la longueur d'onde, se- 
rait en raison inverse de sa quatrième puissance. La dis- 
persion seule est explicable de cette seconde manière 
comme de la première. 

Cette conception d'équations à coefficients périodiques, 
que le grand analyste a livrée à ses disciples à venir, avec 
le moyen de déduire et d'éprouver ses conséquences, ren- 
dra peut-être des services dans d'autres ordres de ques- 
tionsy mais on voit qu'elle n'est pas propre à résoudre les 
difficultés qu'offrent les parties délicates de la théorie de 
la lumière. 

â2. On ne saurait aussi se le dissimuler: une densité 
variable, jointe à une élasticité constante, est bien difficile 
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à admettre dans réther. Soit qu^on regarde ses atomes 
comme s'attirant et se repoussant suiyant leur distance plus 
ou moins grande^ ou comme se repoussant seulement avec 
une intensité qui dépend aussi de la distance, il est inévi- 
table de conclure que, lorsque leur rapprochement devient 
autre, la résistance aux petits changements nouveaux de 
leurs distances doit être autre aussi. 

Une variabilité de densité de Téther, à Tintérieur des 
corps terrestres, doit-elle forcément être introduite dans 
les calculs? Je ne le vois nullement. J'admets comme pos* 
sible qu'auprès des molécules pondérables Téther soit plus 
dense à cause de leur attraction ] mais il est à présumer que 
c^est seulement en couche fort mince, comme Feau et l'air 
peuvent aussi se trouver, sur une épaisseur capillaire, tout 
auprès des corps solides qui y voltigent ou y flottent, ce qui 
n'a, sur la manière de se comporter de Tensemble, qu'une 
influence probablement insensible. Un pareil change- 
ment de densité peut donc être négligé dans les calculs 
mécaniques, sans crainte d^erreur, si l'on peut s'en passer 
pour les explications, ou s^l n'en fournit que d'illusoires. 

23. Ces considérations graves font désirer fortement 
que l'idée fondamentale sur laquelle Cauchy a basé une 
théorie rationnelle de la lumière reçoive un complément 
et des accessoires nouveaux, propres à fournir, de se^s phé- 
nomènes divers, des explications que les difficultés et les 
impossibilités présentées ne puissent atteindre. Tout le 
monde aussi souhaite que l'ensemble offre, s'il est possible, 
un caractère simple^ avec des suppositions naturelles, dont 
la mise en œuvre analytique s'exécute sans longs calculs, 
de manière à pouvoir bientôt, dans renseignement des 
écoles, se substituer aux théories incomplètement mathé- 
matiques, dont on a été forcé de se contenter jusqu'ici. 

Cette pensée a vivement excité, dès i865 (*), le zèle et 

(*) Compttt rwuUu dei iéanoes de VAcMUmie d«$ Scienees, 3 joiW 
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l'esprit de recherche d'uu professeur du collège de Gap, 
M. Boussînesq, qui, quoique jeune (*), est connu aujour- 
d'hui par des travaux déjà nombreux de mécanique, d'hy- 
drodynamique, d* analyse et de physique mathématique (*). 
Je crois, après examen, que ce qu'il a proposé à son 
Mémoire du 5 août 1867, Théorie nouvelle des ondes 
lumineuses ('), précédé et suivi de deux autres (*), insérés 



let i865, t. LXI, p- 19* Esstii sur la théorie de la lumière (noie présentée 
par M. Lamé). 

(') Né le i3 mars 1842. 

(') Ses divers écrits se trouvent: au t. XX des Savanes étrangers (Ondes 
liquides ; houle et clapotis pour une profondeur finie quelconque de la mer); 
aux t. Xlll à XVII (a^ sériCi 1868-1872) du Journal de Mathématiques de 
M. Liouville (Optique; mouvement de la chaleur dans des solides ather- 
manes, de contexture symétrique ou dissymétrique; flexion, torsion, exten- 
sion et vibrations des tiges élastiques quand les forces sont appliquées vers 
leurs extrémités d'une manière quelconque; plaques élastiques, question du 
nombre des équations à leur contour, etc. ; écoulements réguliers des fluides 
dans des tubes droits ou courbes, eu égard aux frottements mutuels de leurs 
filets; ondes et intumescences positives ou négatives, stables ou instables, 
dans un canal) ; enfin aux t. LXI à LXXIV ( 1865-187 2) des Comptes rendus 
(Mêmes sujets, et, en outre : Chocs de veines liquides, et action capillaire, à 
l'état de mouvement ; calcul des écoulements par des orifices en mince pa- 
roi en ayant égard à la nullité de la vitesse du liquide à leur centre; 
deuxième approximation dans la solution du problème de la poussée des 
terres; solution prompte et sûre des équations trancendantes qui se ren- 
contrent dans des problèmes de physique ; faites et thalwegs du sol ; mou- 
vements permanents ou non permanents dans les cours d'eau en ayant'égard 
à l'influence de l'agitation tourbillonnaire plus ou moins grande sur l'action 
latérale mutuelle des couches fluides; mêmes mouvements en tenant compte 
des forces centrifuges ; intégration, par coordonnées courbes^ d'équations 
de la plasticodjrnamique, etc. ) 

(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t.-LXV, p. aSS; 
et Journal de Mathématiques, t. XIII, 1868, p. 3i3. — Addition à ce Mé- 
moire, p. 4^5. 

(*) Sur les ondes dans les milieux isotropes déformés . Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences, aa juillet 1867, t. LXV, p. 167, et Jour- 
nal de Mathématiques, 1868, t. XIII, p. 209. — Études sur les vibrations 
rectilignes et sur la diffraction dans les milieux isotropes et dans Véther des 
cristaux. Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 21 octobre 
1867, t. LXV, p. 673» eX Journal de Mathématiques, t* XIH, 1868, p. 34o. 
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aussi au Journal de M. Lîouville, est propre à conduire au 
but désiré. 

Dans ce Mémoire d'août 1867, il suppose, comme a fait 
M. Sarrau, Féther constamment isotrope et, aussi, méca- 
niquement, homogène ou partout de même élasticité; mais, 
de plus, également partout de même densité, en un mot 
identique, sous tous les rapports, à ce qu'il est dans le 
vide ou dans les espaces célestes. D'autre part, et reve- 
nant à une idée émise par lui, en i865, M. Boussinesq 
fait participer, dans les milieux pondérables, leurs mo* 
lécules aux vibrations de l'agent subtil qui en occupe les 
interstices. 

Cette participation des molécules pondérables au mou- 
vement « de l'étber qui les environne de toutes parts » pa- 
raissait a probable » à Fresnel ( ^ ) . Divers passages d'autres 
auteurs pourraient prouver qu'ils pensaient de même. Mais 
la difficulté du calcul de ces partages de mouvement les 
arrêtait; et Caucby, essayant un calcul de ce genre-là (') 
et se tenant à un certain degré d'approximation (') ne 
tirait de son Mémoire a sur les mouvements infiniment 
petits de deux systèmes de molécules qui se pénètrent 
mutuellement » aucune autre conséquence que celles 
auxquelles le conduisait le calcul du mouvement d'un 
seul système, savoir celui des molécules étbérées, sup- 
posé modifié d'une manière purement statique par son in- 
sertion au second système resté immobile. 

M. Boussinesq envisage ce qui se passe d'une autre ma- 
nière. Abstrayant, comme devant être sans influence 
sensible sur les phénomènes lumineux, les actions des 
molécules pondérables des corps transparents les uns 



(*) Premier Mémoire sur la double réfmccion, du 19 novembre 1821. 
Œ uvres complètes, t. \\, p, 378, note.) 

(') Exercices d'Analyse et de Physique mathémaeique, 1. 1, p. 33. 
(') Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. I, p. 43» 52. 

s.-v. 4 
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mxt lès mtnes '(*), il suppose qa« oelie» 4c réthec, 
beaucoup plus nombreuses, mais d*une mas#e totale 
iMen moindre, leur oonnniiiiiqut»t des vitesses très- 
petites, donnant cependant naissance à des ^uémtkés d^ 
mou^emerU oo à des inerUes qu'on ne «aurait négliger^ 
bien qu'an puisse le faire g^nërat^nent pont les forcer 
*»ii^es qui dépendent de leurs carrés^ U s'ensuit qu'en po^- 
sant les équations d*équilibre dynamique de F unité de vo- 
ktme d'un élément du mélange (par exemple celle où 
entrent les composantes de forces parallèles à la eoordon* 
néex), il faut égaler la somme ^s actions motrices ve« 
nant de Téther extérieur à cet élément, non pas i. la ya«> 

leur p — de la seule inertie de son élïiier propre, mais à 

ht somme o -rt M* Pi -r-r de telle-cî et de tselle de sa ma»- 

tière pondérable, u el Ui , p et p^ étant respectivement leurs 
petits déplacements suivant Xy et leurs densités. 

On a donc simplement à poser les trois équations ordi- 
naires et connues du mouvement d'un système élastique 
complètement isotrope et homogène^ avec deux termes au 
lieu d'un seul dans les premiers membres, qui contiennent 
les dérivées, par rapport au temps des déplacements des 
molécules. 

24. Maintenant, comment assigner des valeurs à ces 
petits déplacements m^, ^|, w^ des molécules pondérables 
dans les sens x^ j, z des coordonnées ? M. Boussinesq, à 
cet effet, admet qu'elles vibrent constamment en concor^ 
dance avec les molécules de l'étlier qui les entoure et qui 
les sollicite comme fait un liquide à Tégard de petits corps 
qui y flottent 5 en sorte que, dès que les molécules éthérées 
reviennent à leurs positions de repos, les molécules pon- 



(*) Ainsi qu'il le dénostre {>ftT 1« considéraiioB des TitMftM^ompai^s de 
la lamîère et <da Mn, 
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éérables j r&ficimatiit -sensiblement aussi, leurs actions 
nmtuelleB n'ayam éternises eu jeu qiie d^iiiie manière ^né» 
gljgeable, vu la peâtesse relative de leurs déplacemenris 

Il substitue donc «à ces déplacements inconnus Ui, f'i, Wi 
des molécules pondérables, des fonctions des déplacements 
Uj v^ w des molécules de Fétlier et de leurs dérivées de 
divers ordres par rapport aux coordonnées *, fonctions qu*il 
fait linéaires, vu que la petitesse de ces déplacements et 
dérivées permet des développements de leurs fonctions 
par des séries de Maclaurin à plusieurs variables u, 

V, w, J"'' * * i^éxUiites à leurs termes du premier degré. 

tue 

Les déplacements de la matière pondérable peuvent sans 
doute dépendre aussi des vitesses de l'éllier, cVst-à-dire 

des dérivées -r-^*** de ses déplacements par rapport au 

temps t-^ maî&, excepté pour Texplication d^un seul phéno- 
mène, celui de T action du i»agnétîsine [voir plus lx>iii, 
n^ 30), qui iiBpriime ^au aailiîeu uia genre eisceptionnel de 
dîssyiwétrje, M. Boossinesq, en s'occupant des t:orps trans- 
parents, n'a pas ea besoin d^avoir égard k œs dérivées 

— » • • • qui ne peuvent être qu'extrêmement peu influentes. 

Le principal terme des expressions de U], p^^ iv.|, simple- 
ment propokirtioaiiel au déplacement correspondant 11, \f^ w 
de i'éiher, suffit pour expliquer la propagation de la lu- 
mière dans les corps av«c une vitesse moindre que dan« 
r^iber libre, et aus»^ comme on le verra plus loin, lia 
double réfraction ordinaire ou rectiligtie; car, dans les 
équai»<Ncis diiEÎDeniielles, ce terme produit simplement 
Fe&t d'june «ngiaentation de TitJiett'Ue de Téther dans un 
rapport cooâtam, qui n'est pas le même suivant les trois 
axes coordonsiés quand le corps est hétérotrope. 

Les termes suivaoïtSi contenant les dérivées de u^ 1^, w^ 

4- 
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lui suffisent, dans les développements linéaires substitués 
aux déplacements (ui, (^i, w^) du corps pondérable, pour 
expliquer les autres phénomènes. Elles introduisent en 
effet, de suite, et avec le maximum de simplicité, par la 

substitution de ces développements dans les --t-—» "^t^» 

-7— ^> ces dérivées de m, i^, iv d'ordre supérieur au second, 

du troisième et du quatrième ordre surtout, dont les faits 
indiquaient l'existence et la valeur sensible, et qu'on a 
reconnues nécessaires pour la polarisation rotatoire et la 
dispersion 5 sans que ce que Ton en tirera pour ce dernier 
phénomène ait, comme la première tentative de Cauchy 
(n*** 6 et 15), l'inconvénient, très-bien signalé par M. Briot, 
de s'appliquer même aux espaces vides de matière pondé- 
rable. 

25. On conçoit aussi, à Tégard des coefficients constants 
et d'abord indéterminés qui affectent les déplacements de 
l'éther et leurs dérivées dans les expressions polynômes de 
ceux des molécules pondérables, qu'il peut toujours être 
fait un choix de leurs valeurs relatives, en harmonie avec 
le mode de contexture de chaque corps transparent, et 
qu'on puisse ainsi rendre compte rationnellement de tout 
ce qu'offre de particulier la lumière qui le traverse. Les 
molécules ou groupes atomiques de divers corps doivent en 
effet, suivant leur différent rapprochement en différents 
sens, et aussi suivant leur forme, offrir des mobilités iné- 
gales, ou avoir plus ou moins de facilité, dans certaines 
directions que dans d'autres, à se laisser déplacer et à obéir 
à l'impulsion de l'éther ; de même que, dans un liquide 
agité de mouvements divers, des corps flottants allongés 
ou anguleux, ou recourbés en portions d'hélices, etc., sont 
mus autrement que des corps sphériques de même masse, 
et sont plus facilement poussés, ou tournés sur eux-mêmes, 
dans un sens que dans un autre. On peut donc classer et 
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caractériser, par ces coefficients ou paramètres, toutes les 
formes cristallines ou autres, et leurs divers genres de 
symétrie ou de dissymétrie, comme M. Sarrau les a carac- 
térisés par la périodicité variée quMl attribue à la densité 
de leur éther. 

De cette manière, bien que M. Boussinesq ait supposé 
à l'étber à la fois une densité et une élasticité partout et 
en tous sens les mêmes, ses mélanges avec la matière pon- 
dérable peuvent avoir tous les genres d'hétérotropîe dyna- 
mique existants. 

26. Aussi après avoir, au § II de son Mémoire cité, dé- 
terminé les formes à donner aux expressions des déplace- 
ments des molécules pondérables dans les mélanges iso- 
tropes, soit dissymétriques, soit symétriques, il peut en 
une page^ au § III, intitulé : Dispersion et polarisation 
rotaloire (des liqueurs), établir rationnellement, et pres- 
que sans calcul, une équation analogue à celle que Cau- 
chy a seulement posée (n** 12) en vue de ces phénomènes. 
Si le milieu est isotrope symétrique^ c'est-à-dire com- 
plètement isotrope, un des termes, celui qui contient 
un de ces binômes différentiels réciproques représentant 
(même numéro) une rotation, disparait-, et l'on a pour le 
carré de la vitesse de propagation des vibrations transver- 
sales, une expression dont le second terme, affecté de la 
densité du milieu pondérable et d'un autre coefficient, 
relatif à sa nature, l'est aussi de l'inverse du carré du temps 
de la période des vibrations, ou, ce qui y revient, du carré 
de la longueur d'onde dans le vide 3 or c'est la loi expéri- 
mentale approchée de la dispersion. Et si le mélange est 
isotrope dissymétrique, comme doit être une dissolution 
où sont répartis de petits cristaux tous dextrogires ou tous 
lévogires, comme le terme rotatoire dont on vient de parler 
est conservé dans l'équation, la vitesse se trouve déter- 
minée par une équation du second degré dont les deux so- 
lutions répondent à deux mouvements circulaires, de sens 



4 2 DB SAIAT-TEiriSr. 

opposés et de phases différentes, ce qui fait, eonformé* 
ment à rexpérience, liourner le plan de polarisation d'ita 
angle proportionnel au chemin, parcouru, et à Tinverse du 
carré de ]a longueur d'onde. 

Au § suivant IV, intitulé : Lois plus exactes, M. Bous- 
sinesq tient compte, dans le développeiBent des déplace- 
ments de la matière pondérable, de termes différcntiek des 
déplacements de l'élher, d^un ordre supérieur au second; 
ce qui n'est nécessaire à considérer que pour la dissolution 
d'acide tarlrique, dont la particularité se trouve expliquée 
par l'addition d^un seul des nouveaux termes. 

27. Au § V, intitulé : Double réfraction rectiligne, il 
passe aux milieux cristallins, en faisant observer qu'au 
point de vue optique leurs différences de coniexlure en 
divers sens sont toujours très- faibles, en sorte qu'on peut 
les appeler, tous, presque isotropes; et aussi que dans 
tous il y a trois plans rectangulaires par rapport auxquels 
leur contexture est symétrique ou presque symétrique (^). 

Cette double constitution, en prenant les trois plans en 
question pour ceux des coordonnées, permet d'élaguer 
toujours, des développements généraux des déplacements 
^1? ^1) '♦'i <^Gs molécules pondérables, un grand nombre 
de termes excessivement peu influents, en sorte que ces 
développements ne diffèrent de ceux qu'on a pour un 
milieu isotrope, légèrement dissymétrique, qu'en ce que 
les déplacements u, i^, w de Téther non différentiés y ont 
trois coefficients légèrement inégaux. Les petits termes de 
dissymétrie ou de rotation peuvent, à une première approxî- 



(*}n démontre dans un article envoyé le 26 décembre 1871, du Journal 
de Mathématiques y que si l'on se borna aux termes principaux des dé- 
Teloppements de »,, 'v^ (v,, c'est-à-dire à ceux qui produisent la double 
réfraction rectiligne, tous les cristaux transparents sont optiquement symé- 
triques par rapporta trois certains plans recta notaires; même ceux des cin- 
quième et sixième systèmes, pour lesquels une telle symétrie n'existe pasav 
oint de Tue cristallographique. 
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malioii, èlre ^acë». On obtient ainsi la double réfraction 
Bcctitigpe de Fresnel, à cela près que les vibrations lumi^ 
neuses sont quasi trati&versalies ou inclinée^ d*un petit 
angle sur le plan des ondes, et elles sont perpendiculaires 
aux plans de polarisation comme le veut Fresnel. La vi-» 
tesse de propagation des rayons ordinaires des cristaux à 
un axe est toujours, conformément à Texpérience, égale eu 
toUiS sens, ou la même, quel que soit l'angle de Tonde avec 
l'axe. L'équation contient des coefficients de dispersion 
dont la partie principale est la même que pour un mélange 
dynamiquement isotrope. 

Cette partie du Mémoire, Théorie nouvelle des ondes 
lumineuses, que son auteur a été obligé de rendre court, 
ne contient pas le détail des calculs de la double ré&aetioi^ 
ordinaire, parce qu'il revient à un autre Mémoire, pure- 
ment analytique, présenté sous le titre : l}es ondes dam 
les mitieux isotropes déformés. Il y étudiait levr propaga-» 
tion au point de vue de Tiuégale contexture de la mass# 
étbbérée en trois directions, et il démontrait, d'une ^utre 
manière que Cauchy, la nécessité de cette persistance^ peu 
probable, comme nous avons dit au n^ 14, de Taction de 
forées déformatrices inégales en trois sens, pour obtenir la 
perpendieulârité, basée par Fresnel sur divers faits, de^ 
vibrations aux plans de polarisation. Mais les équations 
qui donnent ce résultat dans le système de l'inégale éUstir^ 
cité sont obtenues par M. Boussinesq avec des termes d^ 
forme toute pareille^ dans celui de coi^stai^i le isotropie de 
Vétber également pressé en tous sens, et de participation 
de la matière pondérable à ses mouvements vibratoires!^ 
Il a ainsi, aveo l'onde du 4*^ degré, des vibrations dirigées 
comme le pensait Fresnel et comme Font pensé M. Sarrau 
el M. Briot, mats saus avoir besoin de faire une hypothèse 
ou de poser une eonditîeaa poiir la loi de Taction çE^uti^^Uç 
répulsive des molécules éiUérces.^ 

28. Pour revenir au Mémoire principal (Théovie no^-^ 
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vellcf etc.), le § YI, intitulé : Double réfraction^lipiique^ 
ajoute des termes de dissymëtrie ou de rotation (n® 12) 
dans les équations du mouvement des mélanges hétéro- 
tropcs ou cristallins. Ces termes sont affectés d'un coeffi* 
cient si petit, qu'on peut le négliger à une première appro- 
ximation, comme on a dit. En en tenant compte, et en 
prenant, pour simplifier les calculs, de nouveaux axes, 
dont deux sont parallèles aux ondes planes excitées, Téqua- 
tion du second degré, où se trouve engagée la vitesse de 
propagation, lui fournit deux ondes à vibrations quasi 
transversales, où les molécules vibrantes décrivent, en deux 
sens opposés, des ellipses dont les grands axes sont dirigés 
comme le seraient les vibrations reciilignes, s'il n'y avait 
aucune dissymétrie. 

Le paragraphe suivant est consacré à l'application au 
quartz. L'auteur montre, par des chiffres, que son analyse 
donne des résultats s' accordant aussi bien qu'on peut l'es- 
pérer, avec les expériences de M. Jamin. 

^. Nous ne reviendrons pas sur le sujet du paragraphe 
suivant et dernier, intitulé : Conditions à la surface, 
dites de continuité; réflexion et réfraction. Nous avons 
dit suffisamment (n^^ 9, 10, 11, 19) que la nécessité sta- 
tique de pressions égales de part et d'autre de la surface de 
séparation des deux milieux, ces conditions de Cauchy et 
de Fresnel, qui sont en harmonie avec les faits, ne pou- 
vaient s'obtenir qu'autant que l'élasticité de l'éther était 
supposée la même dans l'un des deux milieux que dans 
l'autre. Ces conditions, qui ont tant et à tant de reprises 
occupé Cauchy, sans qu'il ait pu être jamais satisfait, vrai- 
semblablement, des négations (n^ 9) auxquelles leur éta- 
blissement le contraignait, s'obtiennent naturellement dans 
une théorie où l'éther est supposé un milieu unique, par- 
tout identique à lui-même^ se comportant dans les phéno- 
mènes lumineux comme un immense solide homogène et 
isotrope. 

30. Dans V addition au même Mémoire, il s'occupe, § I, 
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de la puissance réfractive et du pouvoir rotatoire des mé- 
langes de plusieurs corps pondérables transparents. Sa 
théorie donne, pour cela, des sommes pures et simples des 
puissances ou pouvoirs des corps composants, la quote-part 
de chacun étant proportionnelle à sa densité dans le mé- 
lange et à un coefficient spécifique. Ce résultat, queTexpé- 
rience a fait adopter pour les mélanges de gaz et pour les 
mélanges des dissolutions, n'est pas évident dans toutes les 
théories^ mais il va de soi, dans la théorie nouvelle, qui 
attribue à chaque molécule pondérable la même agitation 
que si les autres n'existaient pas, les forces élastiques mises 
en jeu entre ces molécules étant négligeables, vu l'extrême 
petitesse de leurs déplacements comparés à ceux de Téther. 
Le § Il de la même addition est un essai sur Feffet du 
magnétisme pour faire tourner le plan de polarisation dans 
un corps naturellement isotrope symétrique, soumis à l'ac- 
tion des deux pôles opposés d'un puissant aimant. Les ex- 
pressions des déplacements de ses molécules en fonction de 
celles des molécules éthérées ainsi que leurs dérivées par 
rapport aux seules coordonnées de celles-ci ne donneraient, 
par leur substitution dans les équations différentielles 
du mouvement, qu'une extinction de lumière, ou aucun 
terme compatible avec la transparence, car la dissymétrie 
acquise latéralement autour de l'axe commun des deux 
pôles n'empêche pas la symétrie de se conserver par rapport 
aux plans qui sont normaux. Mais il en est autrement si^ 
ce qui est naturel, et comme on a dit au n^ 24, on fait ces 
mêmes expressions fonctions aussi des vitesses des molé- 
cules éthérées, ou des dérivées premières de leurs déplace- 
ments par rapport au temps. Ces dérivées nouvelles, dont 
l'influence serait négligeable dans les autres contextures 
déjà étudiées, en ont ici une qui est dominante, malgré la 
petitesse de l'intensité absolue de la force qui en résulte. 
Et la preuve que telle doit être l'explication du fait observé, 
c'est qu'elle fournit les quatre premières des cinq lois ex- 
périmentales de Faraday et de Yerdet, si l'on introduit 
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darfts lecaicul, bien ealaidui Qt natardkaïQaty U cîa^èiaaiç 
loi, qu'il ne peut fownir^ et qui porte siiapkQiettt à faive 
1q coefficient de ce guiea du à Factiou BBagaétique pro* 
portio&nel i UinteBaité de celle a^eiion. 

Le § m de ce même supplément traite d'un Srujel noa 
mo^insi uouveau au point de vue mathématique^ celui de la 
raarcbe des ondes lumineusea dans le» corpa pondérables 
animésd'uB mouyement rapidede transport. Pour eicpliquer 
ce qu^ont appris l'expérience d'Âra^ el surtout ceUes de 
M. Fiaeau (*^), il n'est poiut nécessaire d'admettre,, comme 
faisait Fresne) en Kue du résultat, que daoales solides et 
les liquides Téther se trouve en plus grande quantité sous 
uu même volume que dans Tair ou le vide^ et qu'en se trans* 
portant dans l'espace ces corps pondérables entraînent 
justenu^nt Texcédant avec euic. La tbéorie nouvelle n'en a 
pas besoin : elle introduit, dans réquatiou du mouvement 
vibratoire ou périodique de Téther, certains lerm^ où les 
dérivées des déplacements de ses molécules sont affectées de 
coefficients proportionnels aux carrés el aux produits des 
trois composantes de la vitesse du transport dea moUcules 
pondérables du corps irausparenl. On en conclut que les 
ondes planes se propageront, dana ce corps pondérable, 
comme s'il étaii eu repos et si ou lui attribuait une 
densité égale à sa densité effective^ multipliée par le carré 
de l'excès de Tunité sur le rapport de sa vitesse de irans^ 
pori) dans un sens normal aux ondes> a ]a vitesse efibctive 
de propagation de la lumière. Par suite, si l'on supposa ce 
rapport très-petit, on a, pour la vitesse de propagation, la 
formule que Fresnel avait déduite é^ quelques bypotbèses» 
et que lexpérience a confirmée» 

31 « Certains phénomènes^ qui peuvent être expliqués 



(*) Sur les hypothèses relatives k Véther lumineux^ et sur une expéri«nca 
qui parait démontrer que le mouyement des corps change la vitesse avec 
UiqiieUo la lumière se propage dans leur inténdur {Comptes raidus ée$ 
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théorie nouvelle^ qitt déduit tottt d'ai» prio^eipe unique» 

On peut \» T^ÎJi, pfti? exempk, ait deraîer Méiaoâife de 
M.. Boussinesq* ; Stude sur les ^vibmêians rectUigne» eà svr 
la diffraction^ c^msidévëes^ soii dans les HiilievKX isotropes, 
soit dans l^éther qu&venferaienl les eristanx. 

Ce Mémoîpe eonfipme par un^* ajtaljse- rigoureuse^ dans 
tout ce qu'ils ont d'important, les raisoi^nements synthé- 
tiques et quelquefois conteslahles^ au oaoyeuf desquelis Fres- 
sel a expliqué la diffiraction et la détimitai&^n latérale des 
rayons lumineux, c'est-à-dire leur propagation: dans une 
direction sensiUement unique^ Ainsi toaoEibe définitiyement 
Toliijeetion qui a accueilli à sa naissance la théorie de la 
propagation par ondes : car lea vîbratioBS loogitudlnales, 
qui donnent le son, ne sont pas ausceptihles théoriquement 
d^une délimitation semblable, et leur diffusion, malgré les 
obstacles interposés sur leur passage, ne prouve rien qoant 
aux ondes à vibrations transversales fournissant la lumière. 

La seule modification à introduire dana lea formules de 
Fresnel, c'est de retrancher 90 degrés, ou un quart de 
période, aux phases des mouvements^ ce qu'on avait re-- 
connu plus conforme à l'expérience, sans l'expliquer» 

32. M. Boussinesq n'a pas besoin d'envisager analjtî-^ 
quement,. comme ont fait la plupart des autres auteurs, lea 
vibrations de l'éther comme produites par des actions 
entre molécules, fonctions de leurs distances mutuelles, ni 
de prendre un parti dans la question controversée du 
nombre des coefficients constants des équations du mouve* 
ment intérieur d'un corps élastique. Il prend simplement 
pour base de ses calculs les Àjuations différentielles con- 
nues de Lamé, à deux coefficients X et fi, sans considérer 
ce qu'ils peuvent représenter d'après les forces individuelles 
en jeu. 

Il s'abstient aussi de se prononcer dans la grande et dif^ 
ficile question des ondes à vibrations longitudinales, plus 
ou moins connexe k celle que nous venons de soulever. 
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MaiS) s'il faut absolument, pour expliquer les quantités de 
lumière transformées par réflexion et réfraction, etc., avoir 
un éther inhabile à donner naissisince à ces sortes de vibra- 
tions et d'ondes, ou qui les éteigne aussitôt produites, je 
crois que cela sera plus aisément ^admissible dans une 
théorie qui, comme la sienne, suppose Téther partout 
identique à lui-même pour la force élastique et aussi pour 
la densité {voir ce qui a été dit n*** 14, 15, 19). 

33. Les deux hypothèses principales de cette théorie nou- 
velle me semblent bien près de s'élever a la hauteur de 
choses démontrées. Ce sont : 

1^ Cette élasticité constante (entraînant, suivant nous, 
la densité constante aussi), en tant que nécessaire pour dé- 
duire, de l'égalité obligée des pressions exercées de part et 
d'autre de la séparation de deux milieux, la continuité de 
mouuements que les faits de réflexion et de réfraction ré- 
vèlent. 

2^ La participation de la matière pondérable aux vibra- 
tions de Téther, d'une manière sensible, quant aux quan- 
tités de mouvement ou d'inertie, et d'une manière concor- 
dante, quant aux périodes. En efiet, il est bien difficile de 
concevoir, d'une part, que l'éther puisse être agité au sein 
d'un corps dont la densité est probablement bien supérieure 
à la sienne, sans lui communiquer une fraction sensible 
de sa quantité de mouvement, et, d'autre part, que les ondes 
ne soient pas bientôt éteintes par cette participation de la 
matière pondérable au mouvement, s'il n'y a pas concor- 
dance entre les oscillations imprimées à chaque molécule 
de cette matière et celles de l'éther qui l'environne. 

34. Mais M. Boussinesq ne se hâte point de faire de pa- 
reilles affirmations. Pénétré plus que personne de ce qu'il 
doit à ses prédécesseurs, bien qu'il ne leur emprunte à peu 
près rien dans le détail et qu'il bâtisse sur d'autres bases, 
il ne se permet pas d'ériger ses hypothèses en faits prouvés. 

Je pense, au résumé, que sa théorie, qui oflre à la fois 
plus de simplicité, d'unité, de probabilité, et je crois aussi, 
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de rigueur que les autres (quel que soit le remarquable ta- 
lent avec lequel ont été présentés ces autres essais, qui ont 
toujours avancé les questions), mérite d'être enseignée de 
préférence. J'ose donc proposer à de plus autorisés que moi, 
aux physiciens, de fixer sur elle sérieusement leur atten- 
tion. Je serai heureux si mon exposition comparative, que 
j^ai tâché de rendre claire, peut les aider à la juger et à en 
apprécier Tesprit^ plus heureux encore si leur examen, 
plus compétent que le mien, peut les conduire, dans Tin- 
térèt d'un enseignement et d'une di£fusion scientifique aux- 
quels ils vouent leur savant labeur, à faire passer cette 
théorie dans leurs leçons et dans leurs livres, et à la pré- 
senter, vu qu'elle n'exige pas de longs calculs, d'une ma- 
nière de plus en plus simple et élémentaire (*), qui amène 
presque dans le domaine commun la connaissance et la 
coordination rationnelle de ces admirables lois, à la décou- 
verte desquelles les chercheurs français ont pris une si ac* 
tive et si glorieuse part. 

(*) J'ai eu Toccasion, daits un Mémoire sur le choc longitudinal des barres, 

de donner, de la formule i /- (E élasticité, p densité) de la vitesse du 

son ou de propagation des vibrations longitudinales dans les tiges métal- 
liques ou les colonnes d'air, une démonstration élémentaire très-simple, 
mais qui avait été donnée quarante ans auparavant par M. Babinet à ses 
élèves. En la reproduisant dans une Note intitulée : Démonstration élément 
taire de la formule de propagation d'une intumescence liquide {Comptes ren- 
dus des séances de VAcadénUe des Sciences, i8 juillet 1870, t. LXXl, p. 186), 

j'ai fait voir qu'on pouvait démontrer absolument de la même manière la 

formule i/— de la vitesse de propagation de vibrations transversales dans 

un milieu isotrope, et, aussi, dans une direction principale d'un milieu 
qu'un mélange rend dynamiquement hétérotrope. Sans doute on pourra, 
par des procédés analogues, réduire beaucoup la part des calculs transcen- 
dants dont l'emploi retarde si souvent la diffusion des vérités scientifiques. 

(Extrait des Annales de Chimie et de Phjrsique, 4* série, t. XXV, 1873.) 

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTH1ER-TILLARS, 

Quai des Augustins, 55. 
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